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Die nachfolgende Darstellung der photographischen Optik ist im 
wesentlichen eine Wiedergabe der Vorlesungen, die ich im Winter- 
seraester 1902 — 1903 an der Technischen Hochschule zu Char- 
lottenburg-Berlin gehalten habe. Für die freundliche Hilfe bei der 
Besorgung der Korrektur sage ich Herrn Dr. Max Blanckmeister 
meinen verbindlichsten Dank. 

Berlin, Juni 1905. 

Alexander Gleichen. 



Inhaltsverzeichnis. 



Kapitel 1. Die physikaUschen und geometrischen Onmdlagen 

der Bilderzengung. 

Seite 

§ 1. Die Grundlagen der geometrisch-optischen Abbildlingslehre . 1 

§ 2. Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes. Brechungsexponent 3 

§ 3. Dispersion 4 

§ 4. Frauenhofersche Linien 5 

§ 5. Begriff der Farbe 7 

§ 6. Die optischen Glfiser 8 

§ 7. Allgemeine Übersicht über den Strahlengang 9 

§ 8. Das Seideische und das paraxiale Gebiet 10 



Kapitel 2. Die Bilderzengung durcli zentrierte Kngelfläclien 
im paraxialen Gebiete. 

§ 9. Brechung eines Strahles an einer Kugelfläche 13 

§ 10. Brennpunkte und Brennweiten 16 

§ 11. Abbildung von Objekten 17 

§ 12. Ableitung des Helmholtz-Lagrangeschen Satzes 19 

§ 13. Formeln für mehrere Flächen 21 

§ 14. Hauptpunkte 24 

§ 15. Zusammenfassung der im paraxialen Gebiete herrschenden Eigen- 
schaften der Strahlen 25 

§ 16. Konstruktion des Bildes mittels der Brennpunkte und Haupt- 
punkte 25 

§ 17. Beziehungen zwischen konjugierten Schnittweiten 27 

§ 18. Beziehung zwischen den beiden Brennweiten 27 

§ 19. Konvergenzverhältnis 29 

§ 20. Die Brennweiten für ein System 29 

§ 21. Die Knotenpunkte 30 

§ 22. Zusammenstellung der Fundamentalformeln 31 

§ 23. Konstruktion des Bildes für ein photographisches Objektiv . . 32 

§ 24. Bestimmung der Brennweite durch Messung 33 



VI Inhaltsren^ichnis. 

i 'Jl, B«Atimmac)^ von F und F' sowie von f und f »es den opdschen 

Konstanten eines Systcmes 3:^ 

$ 2*>. Definition der Vergrößerung eines photoerjkp bischen Objektives :^o 

i 27. Anwendung auf dQnne Linsen :^7 

i '2Ä, Konstruktion des Bildes für eine unendlich dünne Lin».^ . . . 39 

i 2rt>. Brennweite zweier dunner Linsen im Abstände i 4'> 

i 30. Das Teleobjektiv 42 



Kapitel 3. Die StnütleBbegrenzunsr. 

$ 31. Allgemeine Vorbemerkungen 44 

% 32. 8 trahlenbc grenzung wegen der Helligkeit 44 

S 33. Die Pupillenmitten als Ausgangspunkte für die bohnittweiton . 47 

ii 34. KoDfatruLtion der Bilder mittels Hauptstrahlen 4> 

$ %h. Strahlen begrenzung wegen des Gesichtsfeldes 49 

$ 36. Bemerkung zur Theorie der Strahlen begrenzung 4'^ 



Kapitel 4. Die Achromasie. 

i 37. Achromasie der Schnitt weiten öl 

# 38. Anwendung der Methode auf ein System mit nur zw« i 

BrechungsexfK>nenten W2 

S 39. ProjK>rtionaler Gang der Dispersion 58 

$ 40. Mittlere Dispersion. Crown- und Flintglas 5o 

ilW. Photographische Farbenkorrektion 58 

§ 42. Achromasie der Brennweite oder Bildgröße 59 



Kapitel 5. Das Seidelsche Gebiet und die Petzyal- 
Bedingnng. 

§ 43. Die Seideischen Fehlergleichungen 62 

ii 44. Sphärische Aberration im Seideischen Gebiete 64 

ii 45. Die Petzval-Bedingung 66 

$ 46. Historische Notizen zur Petzvalformel 70 

$ 47. Die Petzvalsche Gleichung und die Achromasie 75 

il 48. Fally daß die Brechungsexponenten der beiden Linsen einander 

gleich sind 76 

fl 49. Fall verschiedener Brechungsexponenten 77 

$ 5(J. Berechnung einer Aplanatenhälfte nach Harting 78 

il 51. Das Gaufi-Objektiv 80 



Kapitel 6. Die Wellenfläehe und die Hamiltonsche FunktioD. 
Der endliche Strahlengang. 

S52. Vorbemerkung 81 

»53. Ein Hilfssatz 81 



Inhaltsverzeichnis. VIT 

Seite 
§ 54. Analytische Beziehungen zwischen den Richtungskosinussen des 

eintretenden und austretenden Strahles 83 

§ 55. Einführung der Gleichung der brechenden Fläche 85 

§ 56. Berechnung des Differentials der optischen Länge 86 

§57. Fall, daß 47=0 ist 89 

§ 58. Weitere Bemerkungen über die optische Länge 90 

§ 59. Die Hamiltonsche Funktion und der Satz von Malus .... 91 

§ 60. Die Wellenfläche 92 

§ 61. Die Fortbewegung der Wellenfläche 94 



Kapitel 7. Bedingung f&r die Aberrationsfreilieit yon Punkte- 
paaren bei endlichem Stralilengange. 

§ 62. Spezialisierung des allgemeinen Problemes 97 

$ 63. Fall, daß die Wellenfläche nach der Brechung wieder die Kugel- 
gestalt hat 97 

§ 64. Satz über die Lichtbewegung im paraxialen Gebiete .... 98 

§ 65. Die Abbildung im paraxialen Gebiete 101 

§ 66. Die allgemeine Bedingung für die aberrationsfreie Abbildung 

des Punktepaares 102 

§ 67. Die Sinusbedingung 106 

§ 68. Fall eines sehr entfernten Objektes 107 

§ 69. Graphische Darstellung der sphärischen Aberration und der Ab- 
weichung von der Sinusbedingung 109 

§ 70. Die Hersohelsche Bedingung 110 



Kapitel 8. Der Astigmatismus. 

§ 71. Entwicklung der Gleichung der Wellenfläche in eine unendliche 

Reihe 113 

$ 72. Das unendliche dünne astigmatische Strahlenbündel .... 115 

§ 73. Kreis kleinster Verwirrung 116 

§ 74. Der Pol des Bündels 118 

§75. Strahlendichte 119 

§ 76. Anschauliches und rationelles System 120 

§ 77. Meridional- und Sagitalstrahlen 122 

§ 78. Die meridionalen Schnittweiteii 123 

$ 79. Der Helmholtz-Lagrangesche Satz für meridionale Bündel . . 127 

§ 80. Die fokalen Schnittweiten eines Meridionalbündels 128 

§ 81. Die Brennweiten eines Meridionalbündels 129 

§ 82. Rekursionsformeln für Meridionalstrahlen 130 

§ 83. Formeln für den zweiten astigmatischen Bildpunkt (Sagittaler 

Bildpunkt) 181 

§ 84. Graphische Darstellung des Astigmatismus 133 

§ 85. Die kaustische Spitze 135 



Vm InluJtsTe 

Kapitel 9. Die Batibikke Sfeade n4 üe AMUdns 4nrb 



ifs6. Die Kmm 136 

f ^. Bedingimg der Komafreiliesi 143 

f i». Ein einlselMS BeiqHel 144 

f 89« üml^nBiiiig der Bedingitiig für die Koouifireihcit auf Fumxijl- 

stnhlen 150 

I 9Ct Die DJiifirliebe Kende för ein b^iebiges zentriertes Syitem . . 151 

f 91. TiansComuUion der Inrarianten n, i^ 152 

f 92. Die Seidelw^hen Sitze über XoDinrarianten' 154 

$ 9S, Bestimmung des Ortes der natürlichen Blende 156 

f 94. Einige spezieUe Fälle 157 

1. Die plankonTexe Linse 157 

2. Fallt daß man die Dicken TemarhUssigen kann . . . 158 

3. Fall einer einzigen dünnen, Ton Luft umgebenen Linse 159 



Kapitel 10. Ortkoskopie mm4 Helligkeit. 

f 95. Bedingung für die Orthoekopie 161 

f 96. Orthoekopie symmetrischer Objektire 164 

f 97. Zerstreuungsloreise und Tiefe 164 

§98. HelligkeH 167 



Kapitel 11. Die sjuimetrisekeii ObjektiTe. 

{ 99. Die KomaAreiheit symmetrischer Objektive 172 

§ 100. Die Petzral-Bedingung und der Astigmatismus bei sogenannten 

Nullinsen, insbesondere bei symmetrischer Anordnung . . . 176 



Kapitel 12. Geometriseke Konstniktioiieii gebrockener Straklen 
und Strablenbfindel. 

§ 101. Die Konstruktion des gebrochenen Strahles 178 

1. Konstruktion des gebrochenen Strahles nach Lippich . 178 

2. Konstruktion nach Weierstraß 179 

{ 102. Die aplanatischen Punkte der Kugelfläche 180 

§ 103. Die komafreien Punkte der Kugelfläche 180 

$ 104. Die Konstruktion der astigmatischen Bildpunkte 181 



Kapitel 13. Historiscke Notizen und Konstruktlonsdaten 
einiger Objektive. 

§ 105. Notizen zur Geschichte der photographischen Objektive . . . 183 
{ 106. Einige Konstruktionsdaten von Objektiven 185 



Inhaltsverzeichnis. IX 

Kapitel 14. Die Technik der Darchrechnung. 

Seite 

§ 107. Vorbemerkungen 191 

8 108. Formeln für das paraxiale Gebiet 193 

§ 109. Zahlenbeispiel zur Berechnung der fokalen Schnittweite und der 

Brennweite im paraxialen Gebiete 195 

§ 110. Formeln fQr einen Strahl endlicher Neigung zur optischen Achse 

im Hauptschnitte 197 

§ 111. Feststellung der sphärischen Aberration 198 

§ 112. Zahlcnbeispiel für die Feststellung der sphärischen Aberration 

und der Abweichung von der Sinusbedingung 198 

§ 113. Formeln für die Berechnung der astigmatischen Bildpunkte . . 201 
§ 114. Die Lage der astigmatischen Bildpunkte bezogen auf die Fokal- 
ebene . . • 201 

§ 115. Der astigmatische Zustand einer Plankonvexlinse, festgestellt 

mittels Fundamentalstrahlen 202 

§ 116. Der astigmatische Zustand einer Plankonvexlinse , wie er sich 
darstellt unter Verwendung von Hauptstrahlen, die durch 

den vorderen Hauptpunkt geführt werden 206 

§ 117. Bemerkungen zu den vorstehenden Rechnungen 209 

§ 118. Bechnungsbeispiel für den astigmatischen Korrektionszustand 

eines symmetrischen Objektives mittels Fundamentalstrahlen 211 
§ 119. Die Bestimmung des Ortes der natürlichen Blende für ein zen- 
triertes System von fünf brechenden Flächen 224 



Kapitel 1- 

Die physikalisehen und geometrischen Grund- 
lagen der Bilderzeugung. 



. Die Grundlagen der geometriseb * aptiseben Ab1)Uduiigs- 

lehre. 

Über daä ureigenste Wesen des Lichtes sind in der Wisseoschaft 
auch heute die Akten noch nicht geschlossen. Wie sich im Anfang 
vorigen Jahrhunderts noch die Emissionstheorie und die Undulaliona- 
theorie gegenüberstiinden , so hat die letztere in neuerer Zeit meder 
eine Konkurrentin in der sogenannten elektromagnetischen Lichttheorie 
erhalten. Ja es erscheint nicht unmöglich, daß namentlich infolge der 
Erfahnmgen mit den seit kurzem entdeckten radioaktiven Subatans^ien 
die Lehre von den Stralilungen und damit auch vom Licht wieder 
eine Änderung erfährt, nnd die Wissenschaft sich wieder mehr den 
Vorstell imgen der Newton sehen Emissionstheorie nähert. So ver- 
schieden jedoch die Prinzipien sind, ans denen diese verschiedenen 
Theorien sieh entwickeln, so stimmen sie doch in der mathematischen 
Formulierung ihrer weiteren Konsequenzen im wesentlichen überein, 
wie es ja auch nicht anders sein kann» da jede dieser Theorien 
die Aufgabe zu losen hat, die durch Beobachtung und Expeiiment 
festgestellten Äußerungen der Naturkraft j,Licht** als Konsequenzen 
ihrer ersten Annahmen darzustellen» Die allgemeinste Theorie der 
optischen Instrumente wäre aus den Prinzipien dieser Theorien zu 
entwickeln und müßte insbesondere die Erscheinungen der Interferenz 
und Beugung des Lichtes berüeksichtigeni Hierzu liegt jedoch meines 
Erachten s zurzeit — wenn man von der Abbildung von Strukturen 
durch ein Mikroskop und von der Verwendung sehr enger Blenden 
absieht — deshalb kein zwingender Grund vor> weil die einschlägigen 
Bemühungen noch zu keinem abschließenden Eriblg gefuhrt haben *), 
und weil sich die Theorie der photographiseh- optischen Systeme mit 



k 



*) Ygl. z. B. Carl Strehh Theorie des Femrohres. Leipzig 1894, 
Gleicheii| Fbokigraphiscliti Optik. 1 
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genügender Sicherheit aus der allgemeiDeii geometrischeo Abbildur 
lehre ent;wjckeln läßt 

Für die geometrische Theorie der optischen Instniiuente, ine 
besondere der photographischen Objektive^ sind nur einige wenige Sätze 
über die Natur des Lichtes erforderlich, Sätze, deren Gültigkeit nicht 
nur zufolge jeder der oben genannten Theorien besteht^ sondern die 
auch durch die aorgfältigfiten experimentellen Messungen auf 
Sicherste bestätigt werden. 

Die drei wichtigsten dieser Sätze sind: 

1, Das Licht breitet sich streng geradlinig aus^ wenn es seine 
Fortbewegung lui gestört ausführen kanu. Die gerade Linie j in der 
sich das Licht bewegt, heißt „Lichtstrahl, ^ 

2. Wenn ein Lichtstrahl auf einen Spiegel fallt, so wird er unter" 
demselben Winkel zurückgeworfen, unter dem er aufgefallen ist- Dabei 
liegen der einfallende und der zurückgeworfene Sti^il in einer Eben^H 
die zugleich das Einfallslot enthält, ih K eine Senkrechte zum 
Spiegel, die in dem Punkte enichtet ist, in welchem der auffallende^ 
Strahl die spiegelnde Fläche trifift {ReflexioaBgesetz). 

3- Wenn ein Lichtstrahl auf die glatte Oberfläche eines durch- 
sichtigen Xorpers fällt^ so wird er von seiner ursprünglichen Richtung ' 

abgelenkt (gebrochen). Das Gesetz dieser 
Ablenkung läßt sich folgendermaßen an^-^fl 
geben r In dem Punkte, wo der auf- 
j?^^ faUende Strahl die brechende Fläche trifflti 
errichte man das Einfallslot, d» h. die 
Normale zur Fläche, Es liegen datu 
Fig. 1, der einfallende Strahl ^ der gebrochene! 

Strahl und das Einfallslot in einer] 
Ebene j der sogenannten Brechungs ebene. Nennt mau ferner de 
Winkel, welchen der einfallende Strahl mit dem Einfallslot bildet, i] 
und den Winkel, welchen der gebrochene Strahl mit dem Einfallslofe 
bildet^ i% so ist 

(1) »sin» = n'ainP , 

wo n und n' Großen sind, die nur von der Natur der beiden Medien] 
abhängen, an deren Trenn nugsfläche die Brechung stattfindet (Brechungs-j 
gesetz [Fig. 1]). 

In dem unter 1» ausgesprochenen Satz über die geradlinige Fort-] 
pflanzung des Lichtes bedaif das Wort „ungestört^' noch einer Er- j 
klänmg. Der Satz von der geradlinigen Fortpflanzung des Lichtes | 
verliert nämlich seine Gültigkeit, wenn man das Licht zwingt, durch j 



^mf^ 



.^JT 
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§ 2. Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes. Brechnngsexponent. 3 

kleine öffniingen hindurchzugehen. Wie Theorie und Erfahrung lehren^ 
treten alsdann Lichtbündel von abwechselnd größerer und geringerer 
Intensität und Neigung zur ursprunglichen Bewegungsrichtung auf. 
Diese Erscheinungen — die sogenannte Beugung des Lichtes — 
werden um so ausgeprägter, je kleiner die betreffenden Öffiiungen sind. 

Hiemach ist es also nicht möglich, den Satz von der geradlinigen 
Fortpflanzung des Lichtes etwa dadurch experimentell zu prüfen, daß 
man sich ein möglichst dünnes Lichtbündel als Äquivalent für einen 
Lichtstrahl herzustellen sucht, indem man Licht durch eine möglichst 
enge Öffnung hindurchtreten läßt. Ln Gregenteil, je mehr man sich 
auf diesem Wege seinem Ziele zu nähern sucht, um so mehr entfernt 
man sich davon. Während man also die geometrischen Bedingungen 
für die Existenz eines Lichtstrahles zu erfüllen sucht, zerstört man 
die physikalischen Voraussetzungen der geradlinigen Fortpflanzung 
des Lichtes. 

Für die Theorie der photographischen Objektive spielt, wie schon 
erwähnt, die Beugung keine große Rolle, da die hier in Frage kom- 
menden Öffnungen (Blendenöffnungen, Rander der Linsen) meist so 
groß sind, daß wir unsern Satz 1 als imeingeschränkt gültig annehmen 
können. 



§ 2. Fortpflanznngsgeschwiiidigkeit des Lichtes. 
Brechungsexponent. 

Nach dem heutigen Stande der Wissenschaft haben wir uns den 
Weltraum mit „Lichtäther'' angefüllt zu denken, einem Medium, dessen 
Eigenschaften wir mangels direkter Experimente nur durch theoretische 
Überlegungen einigermaßen kennen. Im Gegensatz zur Materie sind 
wir gezwungen, diesem Medium die „Wägbarkeit" abzusprechen. Die 
Geschwindigkeit, mit der sich ein Lichtstrahl im Äther fortbewegt, 
sei Vq . Ist dann die G^chwindigkeit in irgend einem anderen Medium, 
z. B. Luft, Wasser, Glas, v, so ist der Brechungsexponent n dieses 
letzteren Mediums definiert durch die Gleichung: 

(2) n«-^^. 

Für ein beliebiges zweites Medium, in dem sich das Licht mit 
der Geschwindigkeit v^ fortbewegt, erhalt man analog den Brechungs- 
exponenten n' 

(3) «'=^. 



4 Kapitel L Die phyiik. u. geometr. Gmadlagen dar Bilderzeugung. 
Hiernach läßt sieh Gleichung (1) auch Bchreiben: 



i' 



siiii _ sini 
Aus Gleichung (2) und (3) folgt ferner: 



{*) 






§ S. Dispersion. 

Ein weißer Lichtstrahl wird, wenn er auf die glatt« Oberflache ' 
eines durchäichtrgen Mediums fällt, nicht nur gebrochen, sondoru er i 
wird gleichzeitig in eine, streng genoinmoci, unendlich große Anzahl von^^ 
farbigen Strahlen zerlegt, welche eich fächerförmig voneinander trennen," 
woraus man schließen muß, daß jedem Farbensti-ahl ein besonderer 
ßrechungsexponent zukommt. Die Reihenfolge dieser Farben istj 
gewöhnlich: rot, orange, gelb, grün, blau, indigo, violett. Doch sind] 
zwischen den genannten, besonders ins Auge springenden Farben alle 
möglichen Zwischenstufen vorhanden. Diesen Vorgang erklärt niaa 
sich so, daß man das weiße Licht als ein inniges Gemisch aller 
Farbanstmhlen betrachtet. Aus dieser Annahme folgt dann weiter, , 
daß sich die farbigen Lichtstrahlen im Weltraum, d. h* im Ather^ i 
sämtlich mit derselben Geseh windigkeit fortpflanzen müssen , denn 
sonst müßten von einem Stern, z. B, von einem Monde des Jupiter,. ^| 
der aus dem Schatten des Planeten tritt, zunächst farbiges und später ^^ 
erst weißes Licht zu uns gelangen, was jedoch nieaials beobachtet ist. 
Diese konstante Geschwindigkeit t'^j des Lichtes jeder Farbe im Athi 
ist eine der wichtigsten physikalischen Konstanten, und man hat fori 
sie nach verschiedenen Methoden d^n mittleren Wert: 

(5) v^ = 300000 km per Sekunde 

gefunden* 

In Figur 2 sei ^B ein einfallender weißer Lichtstmhl ; im 
Punkte B der Trenn ungs fläche LL^ der beiden Medien mit dea 



•) Nach der Wellentheorie verhalten sich also die Brechimgsexponentett 
umgekehrt wie die Fortpflana^iingageBchwindigkeiten in zwei Medien. Nach 
der Emisaionstheorie sind die Brechungsexponentoii den GreHchwindigkeiten ^ 
direkt proportional. Nach der elektromagnetischen Lichttheorio ist 
ßrechungsexponent glöich der Quadratwurzel aus dem Quotienten 
Dielektrizitäts konstanten der beiden Medien, 



§ 4* Fraunhoferaehe Linien, 



Jir 



BrecbuiigsexpoiienteD n iind n* ist das Einfallslot NBN' gezeicbnet, so 
daß also <ÄBN= i der Einfallswinkel ist. Der weiße Stmbl AB 
zerlegt sich bei B in Farbenstrahlen, von denen jedoch nur drei, 
nänxlich BC^ BD und BF^ gezeichnet sind, welche etwa dem roten^ 
gelben und violetten Lichte entsprecben mögen. 

Man sieht also ans der Figur 2^ daß die roten Strahlen ani 
wenigsten, die violetten am meisten abgelenkt werden. Für jeden 
dieser Strahlen muß natürlich das Bre- 
chungsgesetz gelten* Der Einfallswinkel i 
ist jedoch im alle Farben derselbe, der 
Brechungswbkel T dagegen hat für jede 
Farbe einen besonderen Wert, was nur 
dadurch erklärlich ist, daß der Wert n^ 
für die versehicdenen Farben vcrscbieden 
ist, Filr die gezeichneten drei Strahlen Fig. 2, 

seien etwa die Breehungsexponenten im 

zweiten Medium nc^ nhj »>, wo die Indizes C^ D, F auf die Farben 
rotj gelbj violett hinwciseo sollen. 

Das BrechuDgsgesetis für diese drei Strahlen wäre dann ent- 
sprechend ; 



(6) 



fi sin I ■' 



= nc Bin iß " «isinii = npsintj- 



Der Einfachheit der Betrachtung halber setzen wir » = 1 , d. h, 
wir nebmen an, daß das Medium links von LL^ der Äther wäre. 
Wir können jedoch — für die Zwecke der photographischen Optik 
mit genügender Genauigkeit — auch annehmen, daß der liaum links 
von LLj^ mit Luft gefüllt sei, da deren Brechungse^ponent der Eins 
außerordentlich nahe kommt. 



§ 4. Frannliof ersehe Linien. 

Untersucht man den FarbeufScher von Strahlen genauer, wobei 
es allerdings zur bequemeren Beobachtung notwendig wiixl, ihn noch 
einmal einer Brechung an einer Planfläche zu unterwerfen und ihn in 
Luft austreten zu lassen (Brechung durch ein Prisma gemäß Figur 3), 
so beobachtet man bei Benutzung von Sonnenlicht, Hunderte von 
schwarzen oder besser Uchtleeren Strahlen, die in ganz unregelmäßiger 
Folge dem Farbenfächer zwiechengemengt erscheinen* Fängt man den 
Strahlenfächer auf einem Papierechirra Ititi (Fig* 3) auf, so würden 
sich diese schwarzen Strahlen auf der Lichtlinie PQ als schwarze 
Punkte kenntlich machen. Bei der praktischen Ausfuhrung dieses 
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s. 



Fig. a 



I 



ExperimenteB bedient man sich — da man einea isolierten wei 
lichtetrahl nicht herstellen kann^ eines sehr schmalen Spaltes SS^ 
(Fig. 3), durch den man das weiße Licht gehen läßt Die Längs- 
auedehnung dieses Spaltes würde bei der Darstellung gemäß Figur 3 
senkrecht imv Papierebene vorzustellen eeiOp An Stelle einer der la 
Figur 3 dai^stellten Liclitliiiien entsteht also tatsächlich ein Lichtband^ 

ein sogenanntes Spektrum, auf 
M dem sieh die oben ervt^ähnten 

schwarzen Strahlen als dunkle, 
zur Papierebene senkrecht ste- 
liende, gerade Linien zeigen. 
Diese dunklen Linien werden 
nach ihrem Entdecker Fraun- 
hof ersehe Linien genannt. 
Wegen ihrer Feinheit sind sie 
ohne Zuhilfenahme besonderer 
optischer Hilfsmittel nicht zu sehen. Diese Linien kann man hin- 
sichtlich ihrer unregelmäßigen Verteilung mit den Sternen des Himmels 
vergleichen und kann den Vergleich auch insofern ausdehnen, als 
bei steigender Vergrößerung, die man bei der Betrachtung verwendet, 
immer neue Linien auftauchen und manche vorher als einfach gesehenen 
sich in Doppellinien auflosen, ähnlich wie dies bei der Betrachtung 
der Doppelsterne der Fall ist ^ 

Es würde den Rahmen dieses Buches überschrei ten, wollten wirH 
auf die physische Entstehung dieser Linien näher eingehen, wodurcb 
wir auf das Gebiet der Spektralanalyse geführt würden, ein Grebiet, 
auf dem die Wissenschaft die weittragendsten Entdeckungen in den 
letzten 50 Ji^iren gemacht hat Wir beschränken uns auf die Noti^fl 
daß die physische Ursache dieser Linien in Ab sorptions Vorgängen der 
den festen Sonnenball umgebenden Photosphäre zu suchen ist, und 
weisen hier nur auf diejenigen Eigenschaften hin, welche für die' 
geometrische und damit auch für die photographische Optik von^ 
Wichtigkeit sind. " 

Die stärksten der im Sonnen spektnim auftretenden Linien bot 
schon Fraunhofer mit den Buchstaben A\Ae H bezeichnet, vonj 
denen A^ B^ C im roten, D im gelben, M im grünen, F^ G , i? im ] 
blauen und violetten Teile des Spektrums liegen. 



§ 5, Begriff der Farbe. 



§ 5. Be^iff der Farbe. 

Dem Konstrukteur optischer Systeme stehen heute eine große 
Anzahl von Glaasorten mit optisch sehr differenten Eigenschaften hin- 
sichtlich der Größe der Brechungsexponenten und der Farbenzer- 
Streuung zur Verfügung. Aber alle diese Gläser zeigen die Fraun- 
hof ersehen linien in derselben Reihenfolge — und sEwar liegt eine 
bestimmte Linie immer bei derselben Farbe, Diese letztere 
Tatsache ist von grundlegender Bedeutung für die Berechnung optischer 
Instrumente, denn hierdurch erst sind wir in der Lage, an Stelle des 
etwas unsicheren Begriffes der ^^''arbe^* ein Zahlen Verhältnis zu setzen 
und damit die Rechnung auf eine sichere Grundlage zti stellen. 

Im übrigen ist bei den verschiedenen Glassorten der oben schon 
mehrfach erwähnte Strahlen fache r^ den ein weifier Uchtstrahl erzeugt, 
ganz verschieden geartet Bei einigen — den stark zerstreuenden 
Flintgliisem — ist er weiter geöffnet als bei den sogenannten Crown- 
gläsern. Bei den ersteren ist insbesondere der blaue Teil ausgedehnter, 
und der rote erseheint zusammengeschoben. Aber wie sich auch bei 
den vemchicdenen Glassorten die einzelnen Teile des Farbenfächers 
verschieben mögen, die Fraunhof ersehen Linien machen diese Be- 
wegung mit und stellen somit die Lage der Farben auf das Genaueste 
fest Experimentell beobachtet man diese Verhältnisse an dem durch 
ein Prisma aus der betreffenden Substanz erzeugten Spektrum, Wichtig 
ist zu bemerken^ daß man an den Stellen des Spektrums, wo gewisse 
Fraunhof ersehe Linien erscheinen, einzelne helle Linien hervorrufen 
kann. Laßt man z, B. an Stelle des weißen Lichtes ein von einer 
mit Kochsalz gelb gefärbten Spiritusflamme ausgehendes Strahlenbündel 
auf ein Prisma fallen, so entsteht ein Spektnira, das auf dunklem 
Grunde an der Stelle, wo das Sonnenlicht die D-Linie erzeugt hätte, 
eine helle gelbe Linie zeigt. Wir haben also in bezug auf die jD-Linie 
jetzt gewissennaßen eine Umkehnmg des Spektrums, Derartige helle 
Linien, die in bezug auf eine oder eine Gruppe von Fraunhof er sehen 
Linien deren Umkehr ung darstellen^ lassen sich mit Hilfe glühender 
Gase vielfach erzeugen. In unserem Beispiel {Kochsalzflannne) ist der 
glühende Natriumdampf die Ursache der gelben Linie* Betreffs der 
hierbei in die Erscheinung tretenden hochwichtigen physikalischen 
Vorgänge müssen wir auf die Spezialwerke der Spektroskopie ver- 
weisen. 

Wir bemerken nur noch, daß man mittels gewisser glühender 
Gase auch helle Linien erzeugen kann, die nicht immer genau mit den 
Fraunhof er sehen dunklen Linien zusammenfallen. Diese hellen Linien 
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verhalten sich aber im gewissen Sinne genau wiq Fraunhofe 
LinieHj d. h, mit was für einem Prisma man immer das Spektrum er- 
zeugen magj immer stehen sie bei ein and derselben Farbe, ^u deren 
Bestimmung de demnach dienen können. Solche Linien entstehen 
z, B,, wenn man einen elektrischen Strom durch eine mit verdünntem 
Wasserstoff gefüllte sogenannte Geißlersehe Rohre gehen läßt» 

Gewöhnlich bestimmt man die Brechungsexponenten für eine; 
Anzahl Fraunhoferscher Linien und hängt dann den Buchstaben 
der Linie als Index an. So bedeutet np den Breohungsexponenten, 
welchen das gelbe Licht an der Stelle der Fraunhofer sehen X^-Linie 
hat. Zuweilen entwirft man auch, wie oben schon angedeutet, mittels 
glühender Gase ein aus Linien bestehendes Spektrum, für die 
dann die Breehungsexponenten bestimmt. 



I 






§ 6. Die optischen Glaser. 

P'nr einen Konstrukteur optischer Systeme ist ein unentbehrliches! 
Requisit das Produktions Verzeichnis einer großen GlassehraelÄerei^ in 
dem die verschiedenen Gläser sich nach ihren optischen Eigenschaften 
durch die Brechungsexponenten genau charakterisiert finden. Wir 
werden uns in folgendem vorzugsweise auf das Produktionsverzeichnis 
der weltberühmten Glas seh melzerei voü Schott und Gen» in Jena be- 
ziehen. In dieser Werkatitte werden zur Bestimmung der Bi'echungs-j 
es^nenten der vei"schiedenen Farben folgende Linien benutzt^ die sieh 
leicht mittels künstlicher Lichtquellen herstellen lassen: 

1* die rote KalUinie, die sehr nahe mit der Fraunhofer sehen 
Linie Ä zusammenfällt *— sie wird mit Ä' bezeichnet; ^| 

2. die gelbe Natriumlinie — sie fällt mit der Fraunhoferseben 
D'lÄni e z u sai n me j i ; 

3, die drei hellen Liuien des Wasserstoffspektrums, von denea^l 
die beiden ersten mit den Fraunhof ersehen Linien C und 7^ identisch 
sind, und die dritte, welche mit (?' bezeichnet wird^ der Fraun-^j 
hof ersehen Linie Cr sehr nahe ist. 

Für diese fünf Linien und für jede Glassorte finden wir in den 
Froduktions Verzeichnis von Sehott und Gen» die Brcchungsexponentan^ 
^A'f «cj ^^ßj ^F und fiQ* angegeben, und zwar geschieht die Angabe 
in folgender Weise: 1 

Betrachten wir etwa das die Fabrikationsnummer 0.60 tragende 
Kalksilikat-Crown-Glas , so finden wir zunächst den Brechungs-, 
exponenten für die gelbe I?- Linie 

nn= 1,5179, 



&iqH 
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welcher nahezu der heUsten Stelle des Spektrums entspricht und ala 
mittlerer Brechungsesponent bezeichnet wird. AJsdanQ folgen 
die DlflFerenzen 



Crown 0.60, 



nr — Ttf = 0,00860 
n^ ^ nr = 0,00553 
nf — rtjj = 0,00605 
fie- -np = 0,00487 J 

Aus diesen Differenzen könoen tnit Berücksichtigung des Wertes von njj 
ohne weiteres die Breehuiigsexpo Deuten selbst berechnet werden. 
Wir geben hier noch die Daten für ein zweites Glas: 

Silikat-FIintglas 0.103. 
nn = 1,6202 
hf -nc =0,01709 
n^ —Hr^ 0,01034 
n^ -^ij = 0,01220 
Hq^ -nf = 0,01041 • 

Ein Blick auf die beiden Zahlenreihen zeigt den verschiedenen 
Gang der Dispersion in den beiden Glassorten* Vergleicht man z. B< 
die Intervalle nf — tic für beide Glaser, nämlich 0,00860 und 0,01709, 
so findet man, daß sie im Verhältnis 1,987 zu 1 stehen. Die Zahlen 
für die anderen Intervalle stehen aber durchaus nicht in demselben 
Verhältnis, woraus wir schliefen , daß das Spektrum des Flintglases 
dem des Crownglases durchaus nicht ähnlich ist^ eine Tatsache, auf 
die wir später noch zurückkommen werden. 

Die Größe Uf ~ nc wird auch als mittlere Dispersion bezeichnet- 
Wir verlassen jetzt diesen Gegenstaod, um ihn später wieder auf- 
zunehmen. In den naehfolgenden Betrachtungen setzen wir immer 
homogenes Licht, d. h. Licht, welches einer bestimmten Fraun- 
hofer sehen Linie entspricht, voraus, wobei man meist stillschweigend 
das gelbe Licht der D- Linie als vorhanden annimmt. 



§ 7. AUgeineiiie Übemclit über den Strahletigang. 

Die photograp bischen Objektiv^e, wie überhaupt die meisten 
optischen Instramente bilden ein sogenanntes zentriertes System 
brechender Kugel flächen, d. h. sie sind aus Ghislinsen zusammen- 
gesetzt mit begrenzenden Kugelflächen , deren Mittelpunkte sämtlich 
anf einer Geraden liegen, die man als „optische Achee*^ bezeichnet 
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Die Brechung uüd Zerstreuung der Lichtstrahleii werden uns nun i 
folgendem beschäftigen- 

Stellen wir uns ein solches zentriertes System vor und einen 
Punkt P an einer beliebigen Stelle vor diesem System (im Objekt- 
raum), 60 werden die von P auf das System fallenden Strahlen so oft 
gebrochenj als brechende Flächen vorhanden sind, und treten dann inB 
den Baum hinter dem System, den Bildraum^ aus. Diese aus- ^ 
tretenden StralJen bilden ein fast unentwirrbares Durcheinander von 
Stmhleu, indem sie sich teils schneiden teils kreuzen. Die »ich 
schneidenden Strahlen bilden im allgemeinen zwei im Baume getrennt 
Kegende Flächen mit charakteristischen fiückkehrkanten. Im allgemeinen 
Falle kann man also gar nicht davon reden, daß die von P ausgehenden 
Strahlen im BUdraum einen ßildpunkt erzeugen. Stellt man sich femer m 
an Stalle eines leuchtenden Punktes ein Icucbtendes Objekt vor, von 
dessen sämtlichen Punkten nach der Brechung derartige Flächen 
(kaustische Flachen) erzeugt werden, und bedenkt, daß sieh infolge 
der Farbenzerstreuung uuendlich viele solcher von den verschiedenen 
Farben herrührender FJächensysteme übereinander lagern, so erscheint 
es fast wunderbar, daß es gelungen istj weit geöffnete zentrierte 
Systeme zu konstniieren^ die unter Beseitigung der Farbenabweichung 
innerhalb eines Winkelraumes von 90"^ und darüber scharfe Bilder 
liefern. 

Es ist jetÄt unsere Aufgabe, diejenigen Bedingungen aufzusuchen, 
welche das System erfüllen muß, damit es als photographisehes Ob- 
jektiv brauchbar wird, d. h. daß es sehr entfernte Gegenstände auf 
der Mattscheibe scharf und unverzerrt abbildet. Wir könnten diese 
Aufgabe so angreifen, daß wir von dem oben skizzierten allgemein ea 
Falle ausgehend untersuchten^ unter welchen Bedingungen sich dieser 
scheinbar regellose Strahlen verlauf in gewünschter Weise ordnet Dieser 
vom wisaenschaftlichen Standpunkt aus sehr empfehlenswerte Weg hat 
jedoch für den iinfänger wegen der Allgemeinheit der Betrachtungen 
bedeutende Schwierigkeiten Wir werden deshalb zunächst einige 
besonders wichtige Spezialfälle erledigen und die allgemeinen Betrach- 
tungen uns für den zweiten Abschnitt dieses Buches vorbehalten. 



I 



I 



i 



§ 8, Das Seideische tind das paraxiale Gebiet 

Sei in Figur 4 LL^ die optische Achse eines zentrierten SystemeäJ 
so nennt man jede durch diese Achse gelegte Ebene einen Haupt- 
schnitt, für den wir gewöhnlich die Papierebene annehmen wollen. 
Sei nun AB ein Lichtstrahl in diesem Haupt schnitt, der die Achse 



§ 8. Das Seideische und das paraxiale Gebiet. 11 

in C schneidet und mit ihr einen Winkel u bildet^ so ist bekanntlich 

smti = u — - — ^ — 5 + 



1.2-3 ' 1-2.3-4.5 



C08W = 1 — - — - + 



1.2 ' 1.2.3.4 

Nimmt man an, daß die in Frage kommenden Strahlen nur 
geringe Winkel u mit der Achse bilden, so sind wegen der Kleinheit 
von u die höheren Potenzen dieser Größe in obigen beiden Reihen 
äußerst klein. Yemachlässigen wir daher alle diese Potenzen, welche 
größer sind als die dritten, so erhalten wir 

8inu = t* — 



cosw = 1 



1.2.3' 

1.2 • 




Unter diesen beschrankten Voraussetzungen ist das Problem der 
Strahlenbrechung durch zentrierte Systeme schon mehrfach behandelt 
worden, zuerst in voller Allgemeinheit von 
Seidel, weshalb wir das Gebiet, in dem diese 
Voraussetzungen gelten, das Seideische 
nennen wollen. Seidel hat gefunden, daß 
fünf Bedingungen erfüllt sein müssen, damit pig. 4. 

alle Punkte des Objektraumes „kollinear^^ im 

Sinne der neueren Geometrie im Bildraume abgebildet werden. Die 
Seideischen Bedingungen haben für die photographische Optik nur 
geringes Interesse, weil die Voraussetzung geringer Strahlenneigungen 
hier meist nicht zutriflFt, und wir werden deshalb auch nur in wenigen 
Fällen auf dieses Gebiet unsere Betrachtungen lenken. 

Setzt man die Strahlenneigungen zur Achse außerordentlich klein 
voraus, so daß man auch noch die zweiten und dritten Potenzen der 
Größen u vernachlässigen kann, so werden die obigen Reihen: 

eiau == u , 

eost* = 1 . 

Hieraus ergibt sich noch unmittelbar: 

tgu = u . 

Das so definierte Gebiet nennen wir das paraxiale oder das 
Gaußsche. Es bildet einen fadenförmigen Raum um die Achse herum, 
in dem alle in Betracht kommenden Strahlen verlaufen. Der An- 
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schaulichkeit wegen sind in den nachfolgenden zeichne- 
rischen Darstellungen die Winkel immer stark übertrieben. 

Das paraxiale Gebiet hat für die Theorie aller optischen In- 
strumente eine hervorragende Wichtigkeit^ weil es in erster Annäherung 
über die Lage und Größe der Bilder orientiert und damit den all- 
gemeinen Charakter der optischen Systeme kennzeichnet. Wir werden 
uns deshalb mit den in diesem Gebiete herrschenden Gesetzen aus- 
führlich beschäftigen. 

Um einen Überblick zu geben, inwieweit für kleine Winkel die 
letzten Gleichungen richtig sind, geben wir die folgende kleine Tabelle 
für 1® bis 10® genau auf vier Dezimalen: 





u 








u 


im Bogen- 


sintt 


tgW 






maß 








10 


0,0175 


0,0175 


0,0175 




2» 


0,0349 


0,0349 


0,0349 




3» 


0,0524 


0,0523 


0,0524 




40 


0,0698 


0,0698 


0,0699 




50 


0,0873 


0,0872 


0,0875 




60 


0,1047 


0,1045 


0,1051 




70 


0,1222 


0,1219 


0,1228 




8» 


0,1396 


0,1392 


0,1405 




90 


0,1571 


0,1564 


0,1584 




100 


0,1745 


0,1736 


0,1763 





cosw 



0,9999 
0,9994 
0,9986 
0,9976 
0,9962 
0,9945 
0,9925 
0,9903 
0,9877 
0,9848 



Kapitel 2. 

Die Bilderzengnng dnrch zentrierte Kngelfläehen 
im paraxialen Gebiete. 



§ 9. Brechnng eines Strahles an einer Kngelfläche. 

In Figur 5 sei CD eine Kugelfläche vom Radius r , welche zwei 
Medien von den Brechungsexponenten n und n' voneinander trennt. 
Die Lichtrichtung sei hier wie auch in folgendem immer von links 
nach rechts. Es sei femer ein leuchtender Punkt P im Objekt- 
raum e gegeben, den wir mit dem Mittelpunkte M der brechenden 




Fig. 5. 

Fläche verbinden. Die Gerade PM wählen wir als optische 
Achse und bezeichnen ihren Schnittpunkt mit der brechenden Fläche 
als Scheitel S. Ein von P unter beliebiger Achsenneigung aus- 
gehender Strahl treffe die Kugelflache in S' und werde nach dem 
Achsenpunkte P' gebrochen. Das Einfallslot im Punkte S' ist durch 
den Radius MS' resp. dessen Verlängerung S'N dargestellt. Einfalls- 
winkel ist PS'N^ij Brechungswinkel P'S'M^i'. Femer setzen 
wir PS'^A und P'S'^Ä'. 

Aus der Figur ergibt sich unmittelbar, daß man hat: 

A PS'M+ A MS'P' = A PS'P' 
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oder 

Ar r A' A A' 

^ 8in(180 - i) + 1^ sini' = -^ 8in(180 - [i - i']) . 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit 2n, dann wird 

nAr sint + nr J.'sinf' = n -4-4' sin (i — i') , 

nach dem Brechungsgesetz ist aber 

n sini = w'sini' . 

Denmach wird 

-4rn' sint' + wr-4'sini' = w-4-4'sin(i — i') ; 

wenn wir nun noch durch r -4-4' sin t' dividieren, so wird 

m n' n _nsin(i — jQ 

^^ ^'"^:4~ rsini' • 

Dies ist nun der gewünschte Zusammenhang zwischen A und A^ . 
Man kann A' aus dieser Gleichung berechnen, wenn die Größen ^ , n , 
n' und i gegeben sind, indem sich mit Hilfe des Brechungsgesetzes 
auch {'berechnen läßt. Man sieht also, daß, wenn sich i ändert, sich auch 
i' und somit die Lage des Punktes P' ändern wird. Wir werden also 
für verschiedene von P ausgehende Strahlen immer andere Schnitt- 
punkte mit der optischen Achse erhalten, d. h. die von einem Punkte P 
auegehenden Strahlen werden nach der Brechung nicht mehr durch 
ein und denselben Punkt gehen. Diese Erscheinung ist bekannt 
unter dem Namen: sphärische Aberration einer Kugelfläche; sie 
ist eine derjenigen Erscheinungen, welche die Güte der Bilder be- 
einträchtigen. 

Gehen wir jetzt zum paraxialen Gebiete über, so können 
wir setzen: 



sini = i , sini' = i' , sin(t — i') = i — i' , 

und das Brechungsgesetz nimmt die Gestalt 

(8) ni = n'V 

an. Dabei wandert der Punkt S^ nach S zu, so daß wir die Strecken 
A und A^ mit PS = a und P'S «= a' als zusammenfallend uns denken 
können. Unter diesen Umständen liefert Gleichung (7) 



a ^ a' ■" r Vi' V ' 
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woraus sich unter Berücksichtigung von (8) ergibt: 

(9) n n\ n'--n 

eine Fundamentalgleichung der Dioptrik. 

Diese Gleichung lehrt uns folgendes: Wenn P auf der Achse in 
der Entfernung a von der brechenden Kugelflache liegt ^ so kann 
man a' berechnen^ und zwar ist a' gapz unabhängig von dem Einfalls- 
winkel ij d. h. alle Strahlen^ die unter kleiner Neigung von 
einem Punkte Pausgehen, schneiden sich nach der Brechung 
in ein und demselben Punkte P'. Zwei Punkte, die im Ver- 
hältnis von Objekt und Bild stehen, nennt man konjugierte 
Punkte. 

Wir wollen jetzt die Punkte P und P' auf den Mittelpunkt M 
der Kugelfläche beziehen. Zu diesem Zwecke setzen wir 

MP^s und JlfP' = s', 
dann ist 

a=^ s — r und a' = s' + r . 

Setzen wir diese Werte in die Fundamentalgleichung (9) ein, so wird 

n n' _^ w' — n 

s — r 5' + r~~ r ' 

woraus sich als zweite Form der Fundamentalgleichung ergibt: 

(10) ^' + ^ = 
^ ' 8 s' r 

Wie wir sehen, besteht große Ähnlichkeit zwischen diesen beiden 
Formen (9) und (10). In der zweiten erscheinen nur die Brechungs- 
exponenten vertauscht. 

Wenn der Punkt P im Objektraume auf der Achse wandert, so 
wird auch die Lage des Bildpunktes P' sich ändern, und man kann 
mit Hilfe unserer Formel (9) die Entfernung a' des Bildpunktes P' 
vom Scheitel 8 der brechenden Fläche bestimmen, wenn die Ent- 
fernung a des Objektpunktes P vom Scheitel S gegeben ist, und zwar 
findet man: 

^ n' — n n ' 
r a 
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§ 10. Brennpunkte und Brennweiten. 

Wir wollen nun für ein paar bestimmte Werte von a die zu- 
gehörigen Werte von a' berechnen. Es sei zunächst 

a = oo , 

d. h. der leuchtende Objektpunkt P liege im Unendlichen, die von 
ihm ausgehenden Strahlen fallen also parallel auf die brechende Kugel- 
fläche, dann wird 

n'r 
a' = 



n'-n' 



d. h. die parallel auffallenden Strahlen schneiden sich nach 
der Brechung in einem in der Entfernung a' vom Scheitel S 
liegenden Punkte P% den man den bildseitigen Brennpunkt 
nennt Man bezeichnet diese Entfernung a' mit /*', so daß also 

(12) ;^ = f' 

n — n 

ist, und nennt /*' die bildseitige Brennweite, 

Wenn wir nun den Punkt P der brechenden Fläche sich immer 
mehr nähern, also a immer kleiner werden lassen, so wird, wie unsere 
Formeln (9) bis (11) zeigen, a' immer größer werden, d. h. das Bild P' 
wird immer weiter von der brechenden Fläche wegrücken, bei einer 
bestimmten Lage von P wird das Bild P' sogar ins Unendliche fallen. 
Es ist nun von Interesse, zu bestimmen, für welche Lage des Punktes P, 
also für welchen Wert von a dieser Fall eintritt. Wenn der Bild- 
punkt P' im Unendlichen liegen soll, so muß 

a' = oo 

sein, d. h. nach Gleichung (11) wird 

n n' — n 

a "" r 

oder 

n • r 
a = 



n —n 
sein« Man bezeichnet diesen speziellen Wert von a mit / und hat 

(13) ^-^=f 

n — n 



(^ nennt f die objektseitige Brennweite. 
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Dividieren wir die beiden Gleichungen (12) und (13) für f und f 
durcheinander, so erbalten wir 

f _n^ 

Wir sehen also: Bei der Brechung durch eine Kugelflache ver- 
halten sich die beiden Brennweiten wie die Brechungsexponenten der 
beiden durch die Kugelflache getrennten Medien. 

Indem wir f und /*' als gegebene Größen des Sjstemes annehmen, 
können wir die Gleichung (9) noch umformen^ wenn wir sie durch 

dividieren. Man erhält dann 

r 

nr 1 n^r 1 



oder 

Nach dieser Formel ist für die Lage jedes Objektpunktes die Lage 
des Bildpunktes, und umgekehrt für jede Lage des Bildpnnktes die 
Lage des Objektpunktes durch die beiden Brennweiten vollständig 
bestimmt. 



§ 11. Abbildung Von Objekten. 

Während wir uns bisher nur mit der Abbildung leuchtender 
Punkte beschäftigt haben, wollen wir nunmehr dazu übergehen, die 
Abbildung kleiner leuchtender Gegenstände zu betrachten. 

Zwischen den beiden Medien mit den Brechungsexponenten n 
und n' liege wieder die brechende Kugelfläche mit dem Mittel- 




Fig. 6. 

punkte Jf (Fig. 6). Auf der optischen Achse SM resp. auf deren 
Verlängerung befinde sich in der Entfernung PM=^s vom Mittel- 
punkte M ein sehr kleiner leuchtender Gegenstand P Q , etwa von der 
Jorm eines Pfeiles, welcher normal steht auf der optischen Achse. 

Gleichen, Photographische Optik. 2 
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Der Punkt P vnrd dann in der Entfernung s' vom Mittelpunkte M 
einen Bildpunkt P' erzeugen^ für welchen die Gleichung (10) 

n' ^ n n' — n 



gilt. Ganz analog bilden wir Q ab, indem wir eine sogenannte 
sekundäre optische Achse Q3I ziehen. Setzen wir nun 

80 muß das Bild Q* von Q sich iu der Entfernung S' von M auf 
der Verlängerung der sekundären optischen Achse QM befinden^ wo 
S' zu berechnen ist aus der Gleichung 



a5) 



»' 



«'— tt 



Unter der Voraussetzung^ daß Q senkrecht über P liegt, muß dano 
auch Q' senkrecht über P' liegen, was wir jetist beweisen wollen. 

Beweis: Wir bezeichnen den Winkel, welchen die optische Achse 
PM mit der eetaodären optischen Achse QM bildet, mit #; dann 
ist (Fig. 6) 

cost? 

Da wir nun angenommen haben ^ daß der Gegenstand PQ sehr klein 
ist, und wir uns im paraxialen Gebiete befinden, so kann man setzen i 

CÖB& ^ 1 

und somit 

Setzen wir diesen Wert von S in Gleichung (15) ein, so ei^ibt 
sich aus dieser Gleichung in Verbindung mit Gleichung (10) auch 

S' = s' , 
d. K 

Mr = MQ' , 

d k: Wenn ich P' und Q' verbinde, so kann ich P'Q' auffassen als 
den Bogen eines Kreises ^ der mit dem Kadius Jl/P' = MQ* um M 
geschlagen ist. Da wir uns nun aber im paiaxialen Gebiete befinden, ^j 
d. h, den Winkel P'MQ' als außerordentlich klein betrachten können^ ^H 
so können wir den Kreisbogen mit seiner Tangente vertauschen. Die ^ 
Tangente steht aber immer senkrecht auf ihrem ßadius, und man hat 
demnach 

P'Q'±MP\ 



§ 12. Ableitung des Helmholtz-Lagrangesohen Satzes. 
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Wir haben also das Resultat: ^^ein kleines achsensenkrechtes 
Objekt wird mittels paraxialer Strahlen wieder als kleines 
achsensenkrechtes Bild abgebildet.'^ 
Setzen wir nun das Objekt 

PQ = y und das Bild P'Q' = y' , 

so folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke MPQ und MP'Q' 

y s ' 
y' 

Das Verhälteis — nennt man die Vergrößerung der Kugelfläche und 
bezeichnet es mit ß, so daß also 



(16) 
ist 



Vi 

y 



= ß 



§ 12. Ableitang des Helmholtz-Lagrangeschen Satzes. 

Wir nehmen wieder (Fig. 7) eine brechende Kugelfläche als Grenze 
zweier Medien mit den Brechungsexponenten n und n^ an. Der 
Mittelpunkt der Kugelfläche sei M, die optische Achse MS, der 
Scheitel S. PQ = y stelle wieder ein sehr kleines leuchtendes Objekt 
dar. Es ist nun klar, daß, wenn wir von Q aus einen Strahl QM 




Fig. 7. 

durch den Mittelpunkt M der Kugel ziehen, dieser nicht abgelenkt 
wird, da er ja senkrecht auf die Kugel auffällt. Femer wissen wir, 
daß sämtliche innerhalb des paraxialen Gebietes von Q ausgehenden 
Strahlen nach der Brechung durch einen Punkt Q' gehen. Wir 
wählen nun einen von diesen Strahlen aus, und zwar wollen wir den- 
jenigen Strahl nehmen, der gerade durch den Scheitel S der Kugel- 
fläche geht Dieser Strahl fällt nun nicht mehr senkrecht auf die 
Kugelflä<^e auf, er wird also gebrochen werden. Nach der Brechung 
wird er den Strahl QM im Punkte Q' schneiden. 
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Dm for den Scheitel S die optisdie Achse zugleich EinftillBlot 
ist, 00 ist der Winkel P8Q der Ein&llswinkel des Strahles QS, der 
Winkel P^SQ^ der zugehörige BiediimgswinkeL Wenn wir nun setzen 

<PSQ = i und <P'Sg' = »S 
00 besteht die Gleichung 

n sint = n^ sini ^ , 

und dft wir ein sehr kleines Objekt angenommen haben und uns im 
paraxialen Gebiete befinden, so ist auch 

ni = n'i' oder — =— . 
f' n 

Ferner ist> wie sich aus der Figur 7 ergibt, 

Dividieren wir nun diese beiden Gleichungen durcheinander^ so er- 
halten wir in Verbindung mit der ersten Gleichung 

V y' a "" n ^ 
und daraus ergibt sich die Vergrößerung 

(17) /» = ^ = ^, 

wo aber die Größen nicht wie in Gleichung (16) auf den Mittelpunkt 
der Kugelflache, sondern auf ihren Scheitel bezogen sind. Die letzte 
Gleichung kann man auch schreiben 

(18) -^ = — f- . 

Lassen wir von P innerhalb des paraxialen Gebietes einen ganz 
beliebigen Strahl ausgehen, der die Kugelflache in S' treffen möge, 
so wird dieser Strahl gebrochen werden und die Achse PJIf in P^ 
schneiden. Die Winkel, welche dieser Strahl vor und nach der 
Brechung mit der optischen Achse bildet, seien 

<S'PS = u und <8'P'S = u', 
dann ist 

SS' , , SS' 

u = und u' = — 7- . 

a a' 
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Hieraus folgt 

u _ a 

und unter Berücksichtigung von (18) 

(19) n • w • y = n' • w' • y' • 

Diese Gleichung stellt einen der merkwürdigsten Satze der geome- 
trischen Optik dar. Er besagt: Das Produkt von Brechungsexponenti 
Neigung eines Strahles und Große des Bildes vor der Brechung ist 
gleich demselben Produkte nach der Brechung. 

Selbstverständlich können wir diesen Satz auch für weitere Brech- 
ungen anwenden. Nehmen wir an, wir haben eine zweite brechende 
Fläche, und es verwandeln sich die Größen n', u', y' durch die er- 
neute Brechung in n" j w", y", so ist 

n'u'y' ^n"u"y" , 

ebenso wird für eine dritte brechende Fläche 

n"u"y" ==n"'u'"y"' 

usw. Setzen wir X brechende Flächen als vorhanden voraus, so erhalten 
wir X derartige Gleichungen. Multiplizieren wir diese A Gleichungen 
miteinander, so erhalten wir 

(20) n'U'y = n(^) ' uW • y<^) . 

ELat man also beliebig viele brechende Kugelflächen auf einer Achse 
und befindet sich im ersten Medium mit dem Brechungsexponenten n 
ein Objekt y und geht ein Strahl unter dem Einfallswinkel u von 
dem Fußpunkte des Objektes aus durch das System, gelangt in ein 
letztes Medium mit dem Brechungsexponenten n^^) und schneidet dort 
die Achse unter einem Winkel wW, so besteht, wenn y<^) das Bild ist, 
die obige Beziehung (20). 

Dies ist der Helmholtz-Lagrangesche Satz. 



§ 13. Formeln fSr mehrere Flftchen. 

Aufgabe: Durch ein System zentrierter Kugelflachen einen 
Strahl im paraxialen Gebiete durchzurechnen. 

Auflösung: Sei eine beliebige Anzahl von brechenden Kugel- 
flachen gegeben. (Der Übersichtlichkeit wegen wollen wir uns hier 
auf drei Flächen beschränken.) Die Brechungsexponenten der ein- 
zelnen Medien seien der Reihe nach n^ > n^ , 1% , n4 . Wollen wir die 
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bisher gebraocbte Bezririiimngswrise konsequent veiterfohren, so ist 
der Breefam^Bexponent 

vor der ersten Fliehe % , hinter der ersten Fliehe »{ , 
„ „ zweiten ^ % , „ ^ xwdien „ ni , 
„ „ dritten „ ih t 9» n dritten „ sis . 

Man sieht also, daß es sich in einem sdchen Sj^tem bei koose- 
qoenter Begrirfinnng nicht vermeiden laßt, dem Knedun^isexponenten 
deaaelben Medinms zwei verschiedene Bezeidinnngen zn gdien. £e 

ist somit 

»i' = n^ , 

(21) m'-%, 

«j = n^ , 

Ykn Objdct P^ Qi = yi im ersten Mediom mit dem Brechm^s- 

exponenten % erzeig nun (Fig. 8) nach der ersten Kediong dn 

Bild yi mit dem Fnßponkte P^. Dieses letztere ist nun for die 

Brechung an der nächstfolgenden Flache als Objekt aufzufassen und 



^-t- 



nyn^ 












Fig. & 



demnach konsequenterweise mit y, zu bezeichnen. E^s erzeugt nach 
der darauf folgenden Brechung an der nächsten Flache das Bild y't usw. 
Wir sehen y daß wir bei konsequenter Bezeichnung ein und dasselbe 
Bild ebenfalls doppelt bezeichnen müssen. Es ist also: 

yi' - Vt y 

(22) yi = y8, 

Die Entfernungen der einzelnen Flachen voneinander wollen wir 
mit d^ f d^ usw. bezeichnen. Geht nun ein Strahl durch ein solches 
ans drei brechenden Kugelflachen bestehendes System^ so erhalten wir 
unter Anwendung der Gleichung (9) 

ni — n^ 



(23) 






Wj ns ^ fh — fi^ 



ni — n^ 



«1 + ö« = rfi , 
oi + (h = ^ • 



§ 13. Formeln für mehrere Fliehen. 
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Wenn wir nun bedenken, daß die Großen n^ *., n^, d^ und d^ 
Bowie % im allgemeinen gegeben sijidy so haben wir in diesen 
GleichiiDgeD ein System von Rekursionsformebiy ans denen die 
Entfernung des letzten entstehenden Bildüs von der letzten brechenden 
Fläche nach beliebig vielen Brechungen berechnet werden kann. Um 
nun auch die Große der Bilder nach mehreren Brechungen angeben 
zu können, wenden wir Gleichung (17) für die Brechung an den auf- 
einanderfolgenden Flächen an und erhalten in konsequenter Bei- 
behaltung der von uns gewählten Bezeichnungen; 



124) 



für die erste Fläche ^ = ^ , 
yi ^ »B qj 



zweite 



dritte 



Aus diesen Gleichungen kann man, wenn die Große des Ob- 
jektes Pi bekannt ist, die Große des letzten Bildes finden; Diese 
fiechnung kann man noch vereinfachen, wenn man die Gleichungen (24) 
miteinander multipliziert und die Beziehungen |22) berückfiichtigtw Es 
ergibt sich 



(25) 






Analog wtirde man I^e und Große des Bildes nach l Brechungen 
finden. Das Bildungsgesetz der Formeln (23) und (25) ist unmittelbar 
einleuchtend auch für beliebig viele Flächen. Der Anschaulichkeit 
halber wollen wir unsere weiteren Betrachtungen an einem Systeme von 
drei Flächen weiterfuhren. Wir bemerken jedoch hier schon, daß bei 
pbotographischen Objektiven das erste und letzte Medinm immer den- 
selben Brechungsexpouenten haben^ den wir, da hier nur Luft in 
Frage kommt, gleich Eins setzen können. Nur in ganz vereinzelten 
Fallen treten Ausnahmen ein, wie z* B. bei der Mikrophotographie 
mittels einer Olimmersion, bei der Photographie des Augenhinter- 
gnindes oder von Objekten in der menschlichen oder tierischen Blase 
mittels des Zystoskopes. 

Bemerkt wird noch, daß die Radien der brechenden Flächen 
positiv oder negativ in Rechnung gezogen werden, je nachdem sie dem 
ankommenden Lichte die konvexe oder konkave Seite zuwenden. 
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§ 14. Haoptponkte. 

Eine einfache Überiegnog zeigte daß uns onsere Formeln aach 
Antwort geben auf die Frage: Wo 11^ ein Objekt and wo das durch 
ein SjBtem von drei brechenden Kngelflächen erzeugte zogehörige 
Bfld, wenn eine vorgeschriebene Vergrößerung eintreten 8olL 

Wir haben in diesem FaUe die sechs Unbekannten 

zwisdien denen die fünf Gleichungen (23) bestehen. Wenn nun dag ^ 
BUd eine vorgeschriebene Veigrößerung ß haben soll, so muß also sein 

Setzen wir diesen Wert ein in Gleichung (25), so erhalten wir in 

(26) ^.»Ä^i^ = ß 

eine sechste Gleichung zwischen unseren sechs Unbekannten. Wir 
haben also jetzt sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten, wodurch 
die letzteren bestimmt sind. 

Besonders interessant ist nun der Fall, wo das Bild genau so 
groß ist als das Objekt Bedingung dafür ist 

(27) /? = ^ = ±i. 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit Gleichung (25) und den 
Gleichungen (23) können wir für jedes gegebene System berechnen, wo 
das Objekt und das gleichgroße Bild desselben liegen muß. Das posi- 
tive Zeichen in Gleichung (27) drückt aus, wie ein Blick auf Figur 6 
lehrt, daß das Bild umgekehrt, das negative Zeichen, daß das Bild 
gleichgerichtet wie das Objekt gelegen ist Man nennt nun nach 
Gauß die beiden Punkte, in welchen das Objekt und das 
zugehörige gleichgroße und gleichgerichtete Bild liegen, 
die beiden Hauptpunkte des Sjstemes. Zur Bestimmung der 
Hauptpunkte einer einzigen brechenden Fläche dienen die Gleichungen 

n n' ^n' — n 



a a*^ r 
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und 

na' ^ 

ans denen leicht folgt; daß in diesem Falle die Hauptpunkte in dem 
Scheitel der Fläche zusanmienfallen. 



§ 15. Zusammenfassung der im paraxialen Gebiete herrschenden 
Eigenschaften der Strahlen. 

Für im paraxialen Grebiete verlaufende Strahlen gilt also folgendes : 

1. Alle von einem Punkte des Objektraumes ausgehenden Strahlen 
vereinigen sich nach der Brechung in ein und demselben Punkte 
des Bildraumes. (S. 15.) 

2. Ein achsensenkrechtes Bild im Objektraume erzeugt nach be- 
liebig vielen Brechimgen wieder ein achsensenkrechtes Bild im 
Büdraume. (S. 19.) 

3. Parallel einfallende Strahlen schneiden sich in einem in end- 
licher Entfernung auf der Achse gelegenen Punkte (dem hin- 
teren Brennpunkte), und alle von der Bildseite aus parallel 
einfallenden Strahlen würden sich im vorderen Brennpunkte 
schneiden. (S. 16.) 

4. In jedem System gibt es ein paar Punkte H und iT von der 
Eigenschaft, daß ein Objekt im Punkte H ein ebenso großes, 
gleichgerichtetes Bild im Punkte H' erzeugt. (S. 24.) 

5. Das Produkt aus Brechungsexponent, Bildgröße und Achsen- 
winkel eines Strahles ist eine Unveränderliche. [Helmholtz- 
Lagrangescher Satz.] (S. 21.) 



§ 16. Konstruktion des Bildes mittels der Brennpunkte und 

Hauptpunkte. 

Es sei (Fig. 9) LLi L'Li ein aus zentrierten Kugelflächen gebildetes 
System. Links davon sei der Objektraum mit dem Brechungs- 
exponenten n, rechts der Bildraum mit dem Brechungsexponenten n\ 
Auf der optischen Achse seien F der vordere, F' der hintere Brenn- 
punkt, H und H' die beiden Hauptpunkte. Durch U und H' sind 
Ebenen senkrecht zur optischen Achse gelegt, die manHauptebenen nennt. 

y = PQ sei irgend ein auf der optischen Achse senkrechtes 
Objekt im Objektraume. Um nun das Bild Q' von Q zu konstruieren, 
wählen wir von den sämtlichen von Q ausgehenden Strahlen zwei 



26 bpilel 2. IHe BiMerxeu^tmg durch zenirierle Kt 

an% die wir leicht in de» Bildfaam hineio verfolgeo können^ ood dei«n 
Schnillpunkt der geguclite Büdponkt Q' sein maß. 

1. Wir dehen eiueD zar optischen Achse parallelen Strahl, der 
die erste Haüptebene in Ä schneidet- Da dieser Strahl durch einen 
Punkt A der ersten Hauptebene geht, so maß er Daeb der Breehui^ 
durch einen Ponkt A' der zweiten Hauptebeoe gehen, m dafi 
AH= A*H* ißt j da ja in den beiden Hanptebenen Objekt und Bild 



^, 



gleichgroß und gleichgerichtet sind. Da ferner der Strahl Q A im 
Objektraume parallel zur optischen Achse lief, so muB er im BUdmume 
durch den hinteren Brennpunkt F^ gehen. Eioe Gerade durch A* 
und F' repräsentiert also den Strahl nach der Brechung, muß also 
durch den gesuchten Punkt Q*^ gehen, 

2. Ale zweiten von Q ausgehenden Strahl ziehen wir QF, der 
verlängert die erste Hauptebene in B trifft. Im Bildraume muß dieser 
Strahl durch den Punkt B' der zweiten Hauptebene g^hen, so daß 
HB ^W B' ist. Da dieser Strahl ferner im Objektraume durch den 
vorderen Brennpunkt F geht, so rauB er im Bildraume der optischen 
Achse parallel verlaufen. Eine Parallele xur optischen Achse durch B^ 
schneidet abo die Verlängerung von A' F' in dem gesuchten Bild- 
punkte <2'* Da wir nun wissen^ daß ein zur optischen Achse senk- 
rechtes Objekt weder ein zur optischen Achse senkrechtes Bild naeh 
der BrechuDg liefert, so ist das von Q' auf die optische Achse ge- 
fällte Lot q'P' = f das gesuchte Bild von PQ. 

Auf analoge Weise kann man von jedem Objekte das Bild kon- 
struieren, indem man zu jedem Objcktpnnkte den zugehörigen Bild- 
punkt sucht 



\ 
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§ 17. Beziehungen zwischen koigugierten Schnittweiten. 

In der Figur 9 fuhren wir noch folgende Bezeichnungen ein: 

PQ ^y =^AU =A'U' FH=f PF ^x PH=a, 

P'Q'^y' = B'H' = BH F'H' = r P'F' = x' P'H' = a\ 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke P^F und BHF sowie P Q' F' 
und A'H'F' folgt 

(28) ß = ^^l und /?=i^ = ^, 

und aus diesen beiden Formeln für die Vergrößerung folgt die sehr 
wichtige Gleichung 

(29) xx'^ff. 
Nach unseren Bezeichnungen ist 

x= a — f und x' = a' — f . 
Setzen wir dies in unsere Gleichung ein, so wird 

oder 

(30) ^+^ = 1- 

In dieser Gleichung sind die Schnittweiten a und a' auf die 
Hauptpunkte H und H' bezogen; sie stimmt der Form nach mit (14) 
genau überein ^ was seinen Grund darin hat^ daß der Scheitel einer 
brechenden Fläche die vereinigten Hauptpunkte enthält. Durch diese 
Gleichung wird auch für die Größen f und f' die Bezeichnung 
„Brennweiten" gerechtfertigt. 

§ 18. Beziehnng zwischen den beiden Brennweiten. 

Wir haben oben (S. 17) gesehen, daß für eine einzige brechende 
Kugelflache die Beziehung 

f n' 

gilt Wir wollen jetzt beweisen, daß diese Beziehung aach für ein 
beliebiges zentriertes System besteht. 



2« KjffteiS: MelUawmm« 

Tcsimiet im F mit A ^d JT mit P' *T%. »«. ao üclk AP 

W/Um- jA 1l Q^fW&tm3fOk SCEMll TOF Sltd HKB QCT BraCBHir OBKL J^CSET 



psmMLf daam ift mdb dem Helmhaltx^LagnBge 
wmd wm der F%iir fipdec 



ir« » » = — and tg«' = «' = i^ . 

Setzt maa diese heiiea Werte in die Helmholtx-LagrmBgeade 
GieichaDg ein, lo crhik mjuiy wenn mui ^eich durch jr divifiert. 



Daratu eigibt mA zonichst ein neuer Wert for die Tefgrofiemn^ 
nimlirfi 

(31) /J«IL = ^. 

Wir bemerken, daß wir anch diesoi Wert for eine einzige bredieode 
KugdfÜche bereits gefonden haben (S. 20). Die letzte Gkiehm^ 
kdnnen wir aoch achreiben 

^^**^ ^-n'ix + f)^ 

Erweitem wir mit /, so wird 

^~ n'f{x + f) ' 
oder, da nach 8. 27 ff = a:ar' ist, 

^" Wf(x + f) n^nx + n n'f 
ein, so erhalten wir 



x' 
Setzen wir hier ffir ß seinen Wert ß = yi gemaB Gleichong (28) 



was zu beweisen war. Die Größen / und f verhalten sich also wie 
'^ Brechongsexponenten des ersten und letzten Mediums. 
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§ 19. KoüTergeiizTerliiltiiis. 

Wir nennen das Yerbaltnis der beiden Strahlenneigongen in 
xwei beliebigen konjugierten Punkten P^ und P 

u^ _ tgu' 

u tgu 
das Konvergenzverhältnis. — Ans dem Helmholtz-Lagrangeschen 
Satze folgt in Yerbindong mit der Gieichong 

^="7 = 7 = ^ 
(33) , = ^.1, 

und aus der vorietzten Gleichung in Verbindung mit der Gleichung 

f n' 
ergibt sich weiter: 

§ 20. Die Brennweiten fOr ein System. 

Als Brennweiten f und f des Systemes haben wir bisher die Ent- 
fernung der Brennpunkte von den Hauptpunkten angesehen. Wir 
geben jetzt noch folgende neue Definitionen: 

L Die erste Brennweite f ist das Verhältnis der Höhe, in welcher 
ein Strahl im Büdraume dessen Brennebene schneidet, zur 
trigonometrischen Tangente des Neigungswinkels, den sein kon- 
jugierter Strahl im Objektraume mit der optischen Achse bildet. 
n. Die zweite Brennweite f ist das Verhältnis der Höhe, in 
welcher ein Strahl im Objektraume dessen Brennebene schneidet, 
zur trigonometrischen Tangente des Neigungswinkels, den sein 
konjugierter Strahl im Bildraume mit der optischen Achse bildet 
Wenn wir also in F und F' (Fig. 9) senkrechte Ebenen zur 
optischen Achse (Fokalebenen) gelegt denken, den Schnittpunkt des 
Strahles FA mit der im Objektraume liegenden Fokalebene mit C und 
den Schnittpunkt von AV mit der im Bildraume liegenden Fokal- 
ebene mit C bezeichnen und dann 

FC^h und F'C' = h' 
setzen, so besagen die neuen Definitionen, daß 

(35) t^r-- ™d /'= * 



tgw tgu' 
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isty wo wir^ da wir uns im paraxialen Gebiete befinden, nach Belieben 
tgu durch u ersetzen können. Zum Beweise, daß die durch Glei- 
chung (35) definierten Größen f und /*' tatsächlich mit den früher 
als Brennweiten bezeichneten Größen übereinstimmen, bilden wir aus 
den Dreiecken ÄHP und CFP (Fig. 9) 

y:h = x + f:x, 
und weiter ist 

eliminieren wir y aus diesen beiden Gleichungen, so ergibt sich: 

x' + r , , Ä 

X + f^ X 

Nun ist weiter zufolge Gleichung (31a) 



und man erhält: 



^ n'(x + f)' 



7 = --^^ 



f n x' 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen ~ = — , ß = -p "^^d 



tgfi' n 

lg der 
xx' = ff^ wird diese Gleichung 

Ganz analog wird bewiesen, daß 

(36a) f^J^^K 

tgw u 

ist. 

§ 21. Die Knotenpunkte. 

Setzen wir das Konvergenzverhältnis gleich — 1 , so wird — = — 1 

oder tt' = — M. Diejenigen konjugierten Punkte, für welche dies statt 
hat, nennt man Knotenpunkte. 

In diesem Falle verlaufen also der eintretende Strahl und der 
austretende Strahl parallel. Es ergibt sich dann aus (34) 

d. h. 

X = —f und x' = — / ; 



$ 22. Zusammenstellung der Fundamentalformeln. 
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damit ist die Lage der Knotenpunkte bestimmt. Der erste Knoten- 
punkt liegt also vom vorderen Brennpunkte F um die Strecke f nach 
rechts und der zweite Eaiotenpunkt vom hinteren Brennpunkte F' um 
die Strecke f nach links entfernt (vgl. in Fig. 10 die Punkte K und Ky 
Aus dieser Eigenschaft der Knotenpunkte K und K' , daß ein in 
K eintretender Strahl durch K' parallel austritt^ ergibt sich eine neue 
Konstruktion des Bildes^ bei der 
man f und f gar nicht mehr zu 
kennen braucht. Diese Konstruktion 
gewährt eine große Erleichterung 
in allen denFällen^wodieBrechungs- 
ezponenten für Objektraum und 
Bildraum verschieden sind, wie 
dies z. B. beim menschlichen Auge 
der Fall ist (vgl. S. 23). Für die 
photographische Optik dagegen hat sie geringe Bedeutung, weil wir 
hier zu der Annahme berechtigt sind, daß sich das Objektiv in Luft 
befindet, daß also der Brechungsexponent des Objektraumes und des 
Bildraumes derselbe ist. 




Fig. 10. 



§ 22. Zusammenstellnng der Fnndamentalformeln. 

Vergrößerung: 

P y X V' 



n. 



Konvergenz Verhältnis: 

tgti' X f 



y = 



tg«i r X' ' 

Brennpunktsabstände konjugierter 
Vereinigungspunkte: 

in. xx' = ff\ 

Hauptpunktsabstände konjugierter 
Vereinigungspunkte: 



IV. 



f r 
- + ~ = 1 . 

a a' 
Definition der Brennweiten: 

' tg«' ' tg«'- 



Verhältnis der 
Brennweiten: 

VI ^-- 
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In der photographischen Optik nehmen wir nun im allgemeinen, 
wie schon oben erwähnt, an, daß sich das Objektiv in Luft befindet, 
daß also 

n = n' 

ist. Dann gehen diese Fundamentalformeln über in: 



X f 



vn. 



'^~ f~ x" 

1+1=1 

._ h ^ h' 
' tg«' <g« ' 



^^ 


A 


A' 


' / 







Fig. 11. 



§ 23. Konstruktion des Bildes für ein photographisehes ObjektlT. 

In jedem beiderseits von Luft umgebenen photographiscben Ob- 
jektiv liegen also die Hauptpunkte gleichweit entfernt von den beiden 

Brennpunkten, und femer fidlen 
in jedem photographischen Ob- 
jektiv die Knotenpunkte mit den 
Hauptpunkten zusammen. Man 
sprielit dann von einer y^Knoten- 
punktseigenschaft der ' Haupt- 
punkte^', die darin besteht, daß 
ein im Objektraumc durch den ersten Hauptpunkt gehender Strahl im 
Bildraume sich selbst parallel durch den zweiten Hauptpunkt geht. 

Aus dieser Eigenschaft ergibt sich eine sehr einfache Konstruktion 
des Bildes 9 wenn die Hauptpunkte und der hintere Brennpunkt ge- 
geben sind. 

Man zieht nämlich durch den Objektpunkt Q (Fig. 11) die Achsen- 
parallele Q^ bis zur ersten Hauptebene und außerdem die Gerade QB.. 
Macht man dann AH' ^AH und zieht durch A und F' eine Ge- 
rade, so schneidet diese eine durch W gezogene und zu Q^ parallele 
Gerade im Bildpunkte Q^ 



<• 
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§ 24. Bestimmung der Brennweite durch Messung. 

Die Brennweite der in den Werkstatten fertig geeitellten Objektive 
wird schon der Kontrolle wegen durch direkte Messung bestimmt 
Man verfahrt dabei folgendermaßen: 

Man wählt ein Objekt, z. B. eine Meßlatte, in so groder Ent- 
fernung, daß man dieselbe als unendlich betrachten kann; dann fallen 
von dem äußersten Punkte 
des Objektes parallele Strahlen 
auf das Objektiv, die sich 
nach der Brechung in einem 
bestimmten Punkte Q' der 
Mattscheibe schneiden werden 
(Fig. 12). Da alle Strahlen 
parallel einfallen, also den- 
selben Winkel u mit der 
optischen Achse bilden , so p. ^^ 

haben alle dieselbe bildseitige 

Schnitthöhe h'=Q'F' in der Fokalebene, die auf der Matt- 
scheibe mittels eines Maßstabes leicht festzustellen ist. Ebenso ist 
der Winkel u mittels eines Theodoliten leicht zu messen. Damit 
ist nach der Gleichung (35) 

tgM 

die Brennweite bestimmt. 

Wählt man z. B. ein für allemal w = 5», so ist tgu = ti = 0,087 

und denmach f = . Man hat also nur die beobachtete Hohe 

ü,üo7 

durch 0,087 zu dividieren, um f zu erhalten. 



§ 25. Bestinmiung yon F und F' sowie Ton / und /' aus den 
optischen Konstanten eines Systemes. 

Von einem optischen Systeme seien gegeben 

die Radien r^ , rg , t's • • • i 

die Brechungsexponenten n^ , ng , ng . . . , 
die Dicken d^ , (^ , (^ . . . . 

Man nennt diese Größen schlechtweg die optischen Eonstanten 
des Systemes. 

Gleichen, Photographische Optik. 
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WirUKBgeMfeB, dafi Tom itr L^e der beiden Bmrnpmfc*^ J' 
F' omI ^m da bodn Biamatai f mtä T ^Ot w^Umt Be- 
ibbugeBL Tri^ ■« TOB den Bminpmtam J* und J*'^ 
md der optkchen Adbe «fie Btcnnniüe n f vad f «h, so gdangi nm 
xn den Iijii[i<|miiktfn J^ md B^\ lijgl ■nn dagegen Ton 
Pinirtfn (fie Bfcnnweilen /^ and fth, so findet Ban «fie ] 
Em hkSbfi nodi fibrig^ ans den Konstauiten eines SiUcm e » die Lage 
rem FumdF' sowie die Giofie voa f imi T wiiUkh xn 
Wir kohlen der AnschanKdikeit wegen £e weitere 
ein Sysleni ron drei brechenden Fliehen an. 

FSr ein Sjstem ron drei brechenden Flachen gelten, wie wir 
frOier gesehen haben (v^ S. 22 o. 23), fo%ende Besiehnngen: 



(37) 



^i 1^ •H ^ "i 

,_ oi + a. = <^, 

My ^ Wj Mf Jlj 

^J Bf 9ls W^ 

^'^^ ^ 

(38) ^ = y» = ?i.?L??^. 

Die Bestjmmnng der Lage von F' geschieht, indem man in 
das Gleidim^ssTstem (37) 0^=00 setzt nnd durch sukzessive 
Sobstitation den Wert von ai ennittelt Dieser Wert von 113 ist die 
sogenannte bildseitige fokale Schnittweite, d. h. dBe 
Eol&nmi^ des Punktes F' von der letzten brechenden Flache, nnd 
ist nadi redits oder links zn rechnen, je nadidem ai positiv oder 
negativ sich ergibt. 

Die Bestimmung der Lage von F geschieht ganz analog aus dem 
Gleidiungssjrstem (37), indem man darin 03 » oo setzt und den Wert 
von Ol ermittelt. 

Die Gleichung (38) können wir auch schreiben: 

(39) yia^^fh^aiaiai 

Vi Ws <h<h 

Wir betrachten einen Strahl (Fig. 13), der von der Spitze Q eines 
Objektes y^ = PQ kommt und den Scheitel S der ersten brechenden 
Fläche trifRL Der Winkel, welchen er mit der optischen Achse 
bildet, sei M, dann ist, wenn a^ die Entfernung des Fußpunktes P 
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des Objektes vom Scheitel S ist, und wir die Tangente mit dem 
Bogen vertauschen, 



u = 



setzen wir dies ein in Gleichung (39), so erhalten wir 
(40) 



yi «1 alaiai 



Der Strahl QS wird dann das System durchdringen und nach 
der Brechung durch die Spitze Q^ des zugehörigen Bildes yi gehen. 

Q 



yi'h- 



Fig. la 

Lassen wir jetzt das Objekt ins Unendliche rucken, so mu6 daß Bild yi 
in die Fokalebene treten; denn in diese fallt unmer das BUd eines 
sich im Unendlichen befindenden Objektes, und die fokale Schnitthöhe 
des Strahles wird: 

Demnach liefert Gleichung (40) 




<41) 



Ä' _^ n^ aiOsOs 
u 



Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach Gleichung (36 a) 



nichtB anderes als die Brennweite selbst^ also haben wir 
(42) 






Da wir wieder angenommen hatten, daß das Objekt im Unend- 
lichen sich befindet, so ist o^ = <x> in das Gleichungssystem (37) ein- 
zusetzen, und es sind dann die Größen o,, o,, ai, o^, Os aus dem- 
selben zu berechnen. Somit ist / durch die Konstanten des Sjstemes 
bestimmt 

Die Bestimmung von f geschieht am einfachsten aus der 

f n 
Gleichung -^ = — ^ , falls nicht n = n^ sein soUte. 
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Sind auf diese Weise die vier Grundfaktoren der Abbildung 
d. h. die Lage der Punkte F und F' und die Größe der Brenn- 
weiten eines Systemes bestimmt, so geben die Formeln I bis VI 
S. 31 ohne weiteres alle übrigen Abbildungsbeziehungen. 



§ 26. Deflnltlon der Yergroßerung eines photographisehen 

Objektiyes. 

Wenn man das Bild eines Objektes auf der Mattscheibe einer 
Camera obscura betrachtet, so ist dieses Bild fast immer kleiner als 
das Objekt Unter Vergrößerung eines photographischen Objektives 
verstehen wir nun das Verhältnis des Winkels a, unter welchem man 




Fig. 14. 

das BUd auf der Mattscheibe aus der Entfernung d (konventioneUe 
deutliche Sehweite) sieht, dividiert durch den Winkel u , unter welchem 
man von demselben Punkte aus das Objekt sieht (Fig. 14). 

Rückt das Objekt ins Unendliche, so ist der Gesichtswinkel u, 
unter welchem es einem unbewaffneten Auge im Punkte A erscheint,, 
gleich demjenigen Winkel, unter dem die von dem äußersten Punkte 
des Objektes herkommenden Strahlen die optische Achse schneiden^ 
und die Vergrößerung ist 

o 
V = — . 
u 

Da das Objekt im Unendlichen liegt, so ist wieder 

also nach Gleichung (36a) 

u u ' 



Weiter ist nach Figur 14 



o = 



d 



§ 27. Anwendung auf dünne Linsen. 37 

Durch Division dieser beiden Gleichungen erhalten wir 

i- = l 

o u 
und demnach: 

(43) ^-^ = -1- 

u a 

Die Vergrößerung eines Objektives ist also gleich der Brenn- 
weite dividiert durch die deutliche Sehweite. Da diese konventionell 
auf 250 mm angenommen wird, so hat ein Objektiv von 250 nun 
Brennweite die Vergrößerung 1, d. h. ein solches Objektiv laßt uns 
entfernte G^enstände unter demselben Gesichtswinkel erscheinen^ wie 
das unbewaffnete Auge. Ein Objektiv z. B. von 1 m Brennweite 
wirkt wie ein Femrohr mit vierfacher Vergrößerung. 



§ 27. Anwendung auf dfinne Linsen« 

Wir wollen zunächst annehmen^ wir haben eine einzige Linse von 
der Dicke d, d. h. ein System von nur zwei brechenden Flächen^ und 
zwar befinde sie sich in Luft, dann ist 

nj = ni = 1 , 
Wi = tij =» n ; 

führen wir dies ein in unser System von Rekursionsformeln (Gleichung 37)| 
so erhalten wir 



(44) 



1 , ^ _ ** — 1 

n 1 __ 1 — n 

31 * TTf 



ai + €^ ^d . 



Nehmen wir nun an, daß die Linse unendlich dünn ist, d. h. daß 
ihre Dicke im Verhältnis zu den Radien und Vereinigungsweiten 
vernachlässigt werden kann, setzen also: 

so wird 

und die Gleichungen (44) gehen über in 
1 n __ n— 1 

n 1 1 — n 
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Durch Addition entsteht: 



1,1 / 1^/l ^\ 
— + — =.(«— 1) , 



oder wenn man noch die objektseitige Schnittweite mit a, die bild- 
seitige mit b bezeichnet: 



(«) 



ab ^ '\ri r^/ 



Angenähert können alle Brillengläser als Repräsentanten dieser 
linsenform angesehen werden, von photographischen Objektiven die 
sogenannten Landschaftslinsen. 

In diesem Falle fallen die beiden Hauptpunkte und die beiden 
Knotenpunkte in einem einzigen Punkte S, dem Scheitel der unendlich 
dünnen Linse^ zusammen. 

Da hier Bildraum und Objektraum denselben Brechungsexponenten 
haben, so sind die Brennweiten einander gleich (vgl S. 28), also 

Setzt man nun in (45) 

a = oo , 
so fallen Brennweite und Bildweite zusammen, und wir erhalten 

(46, |_,._„(i_l). 

Aus Gleichung (40) in Verbindung mit Gleichung (45) ergibt sich 
die bekannte Formel 

(46a) ^ + 1 = 7- 

Haben wir (Fig. 1 5) mehrere — wir wollen annehmen drei — zentrierte 
unendlich dünne Linsen, die sich im Abstände e^ und e^ voneinander 
befinden, so haben wir, wenn o^ , o^ , 03 die objektseitigen, b^fb^fb^ 
die bUdseitigen Schnittweiten und fi, f^, fs die Brennweiten sind, 
folgendes Formelsystem: 



(47) 



1 + 1 = 1 
1 + 1 = 1 

«2 h u 

1+1=1 

«8 *8 U 



*1 + «2 = «1 , 
^2 + «3 = ^2 • 



§ 28. Konstruktion des Bildes fQr eine unendlich dünne Linse. 39 

Wenn auch die photographischen Objektive im allgemeinen sehr 
von dünnen Linsen verschieden sind, so ist doch die Kenntnis der 
Eigenschaften der letzteren für den ersten Überblick unentbehrlich. 



A-- Sk_ 



^ 



^ 



A 



■TT^ 



Fig. Iß. 



Nimmt man an, daß die Abstände der Linsen voneinander un- 
endlich klein sind, daß also 

isty so wird 

h <hf 

Die Gleichungen (47) liefern dann nach einigen Umformungen: 



(48) 



1 + 1= VI 



eine Formel , welche der für eine einzige unendlich dünne Linse 
geltenden sehr ähnlich ist. 



§ 28. Konstrnktion des Bildes für eine nnendlich dfinne Linse. 

Man ziehe durch den Scheitel S (Fig. 16) von dem Objektpunkte Q 
aus einen Strahl^ der die Linse durchdringt^ ohne von seiner Rich- 
tung abgelenkt zu werden. Dann ziehe 
man femer von Q aus einen achsen- 
parallelen Strahl QC, der nach der 
Brechung durch den hinteren Brenn- 
punkt F' geht Die Strahlen CF' 
und QS schneiden sich verlängert in 
dem gesuchten Bildpunkte Q' , 

Fällt man von Q' ein Lot Q^P' auf die optische Achse^ so ist 
dies das gesuchte Bild Q'P' von QP. 

Diese Konstruktion behält ihre Gültigkeity auch wenn sich das 
Objekt rechts von der Linse befindet Dies ist z. B. der Fall, wenn 
das Objekt in der Natur gar nicht vorhanden ist, sondern wenn ein 
Bild von einem Objekte durch eine andere Linse entworfen wird und 
auf der rechten Seite unserer Linse zustande kommen würde. Greome- 




Fig. le. 



XTMÄ hu <» dftcjk £0 apfnrfitffrgn, als ob es vizkÜcii rccfats Twfauideii 
vin. DwKT Fa3 ist in Figur IT dargesuSt. vo aimtlklie Bocb- 
«lalMS OK anakge Beceatnuz haben vie in Fzecr Id. 

Audi für «te Df^aixTe L£ns<r beLäli ci£se Kon^traktk«! ihre 

Ein^ ci'g^atiTe Linse imterscheidet skh von einer poshiven dadnrcb« 
dft£ SK puallele Sczahkn nicht sammek. sondern xerstrecx. di£ 




k 






Fi«. 17- Hs- läL 

also pandlele Strahlen nicht darch den Brennponkt jF' geh«i, sondern 
von F^ heraikommen scheinen. Der Brennpunkt F' liegt in diesem 
Falle links. Derartige Linsen erzeugen immer ein verklein^tes« aof- 
recht stehendes Bild anf der Objektgeite. 



§ 29. Brennweite zweier dünnen Linsen im Abstände e. 

Aufgabe: Die Brennweite eines Sjstemes von zwei dünnen, auf 
einer Achse zentrierten Linsen , die sich im Abstände e voneinander 
befinden, ans den Konstanten der Linsen rechnerisch zu bestimmen. 

Losung: Die Brennweiten der beiden Linsen seien f^ und f^y 
dann gelten für dieses System die Formeln: 



a. ' 6. " /; 



\-r€u = e. 



(Jm den bildseitigen Brennpunkt F' dieses Systemes zu finden, 
netzen wir in diesen Formeln einfach 

dann wird 

(49) a,=-e-ty 



§ 29. Brennweite zweier dünnen Linsen im Abstände e. 
und schließlich 
(50) 
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1 



/i « - /l ' 



Damit ist die Lage des bildseitigen Brennpunktes F' bestimmt. 

Schwieriger ist die Berechnung der Brennweite selbst. Von der 
Spitze eines unendlich fernen Objektes gehe ein Strahl unter einem 
Winkel u durch den Scheitel S^ der ersten Linse (Fig. 19). Derselbe 
geht durch die Spitze des von der ersten Linse in ihrer Fokalebene 




<<rfe^Z 



^'A r/ o. 



Fig. 19. 




erzeugten Bildes yi. Durch die zweite Linse wird nun ferner von 
yi ein neues Bild yi = F'Q' erzeugt unter Berücksichtigung der 
in der Figur 19 angegebenen Bezeichnungen für die in Frage kommen- 
den Strecken erhält man wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke Q^ FiSf 
und F'Q'S,: 



yi o« 



und weiter ist (Fig. 19) 



M = 






Durch Elimination von yi aus diesen beiden Gleichungen finden wir 



u 



nach der Definition der Brennweiten zufolge Gleichung (35) ist aber 
hier 



also ist 






fi-h 
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In diese Gleichung set^n wir für Uh und 6^ ihre Werte aus 
Gleichimg (49) und (50) ein und erhalten 






\ft e-fj 



e-ft 



(51) 



fi • f% fi fi ' tt 

f U. U A-fJ 



Damit ist die Brennweite f des Systemee bestimmt, also unsere Auf- 
gabe gelöst. 

Wie wir sehen, bat das System aus diesen beiden Linsen also eine 
Brennweite, welche von der Entfernung e der beiden Linsen von- 
einander sowie von den Brennweiten /i und /^ der beiden Linsen ab- 
hangt. Man kann also durch passende Verfügung über f] und /, alle ^J 
möglichen Systeme erhalten* ^M 

Das Minus7.eicben in Gleichimg (51) rührt daher, daß wir gemäfi 
Figur 19 vorausgesetzt haben, daß unser System ein aufrechtes Bild 
liefert Wir haben im Unendlichen ein Objekt links nuten. Dieses i 
entwirft durch die erste Linse ein umgekehrtes BUd ^j, und von ^| 
diesem wird meder ein umgekehrtes Bild pi entworfen. Das Bild ~ 
hat also dieselbe Stellung wie das Objekt, In der photographischen 
Optik kommen jedoch nur solche Linsenkombinationen in Betracht, 
die von einem fernen Objekte umgekehrte Bilder liefern. Man kann 
daher das Minuszeichen weglassen und hat als Gesamtb renn weite eines 
Systemes zweier Linsen mit den Brennweiten f\ und /^ , wenn sich 
die Linsen im Abstände e voneinander befinden^ 



§ m Das Teleobjektiv. 

Die Formel (52) führt zur Theorie des Teleobjektives, welches 
in der neueren Zeit ziemlich viele Liebhaber gefunden hat. 

Wenn wir ein beliebiges Objektiv haben, welches auf der Matt- 
seheibe der Camera ein Bild entwirft, so ist die Vergrößerung der 
Brennweite proportional. Da wir nun übermäßig lange Cameras nur 
unbequem verwenden können, so ist es praktisch ausgeschloBsen, die 
Vei^größerung über ein gewisses Maß hinauszutreiben. (Eine Ver-j 
großerung von 4 erfordert schon eine Brennweite von 100 cm*) Die 
Bedeutung des Tele objektives liegt nun darin, diesem Ubelstande ab- 
zuhelfen. Es besteht aus einer Kombination von zwei Linsen, deren , 
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Brennweiten f^ und /, so abgemessen sind^ daß die Gesamtbrennweite f 
sehr grofi wird^ ohne daß f^ und f^ und die fokale Schnittweite h^ 
übermäßig groß sind. Zu diesem Zwecke wählen wir /*, negativ. 
Unsere Formel (52) geht dann über in 

111 
(53) 1 = 1^1 + 



Die Bedeutung dieser Formel machen wir uns klar an einem Bei- 
spiel Es sei 

/i = 20 cm , /g = 5 cm , c = 16 cm , 

dann ist also 

1 —- ^ 16 ^ 1 

f^20 '5 "^ 5 . 20 "" 100 ' 

/•= 100 cm. 

Aus Gleichung (50) folgt dann weiter 2^2 = 20 cm . 

Dieses zusammengesetzte Objektiv entwirft in 20 cm Entfernung 
ein ebenso großes Bild als ein einfaches Objektiv in der Entfernung 
5 • 20 = 100 cm. 



Kapitel 3. 

Die Strahlenbegrenzung. 



§ 31. Allgemeine Torbemerkuiigeii. 

Unter einer Blende versteht man im allgemeinen eine zur optischen 
Achse senkrechte kreisförmige Öffnung^ deren Mittelpunkt auf der 
Achse liegt Ein System kann mehrere solcher Blenden haben; von 
ihren Durchmessern hangt die Begrenzung der das System durch- 
driogenden Strahlen ab. Die Wirkung der Blenden ist eine doppelte. 

Sie bestimmen erstens den Öfinungswinkel der von einem einzelnen 
Objektpunkte ausgehenden Strahlen und damit gewissermaßen die 
Strahlenmenge^ durch welche die Abbildung der einzelnen Objektpunkte 
vermittelt wird. (Strahlenbegrenzung wegen der Helligkeit). 

Zweitens bestimmen sie die äußerste Neigung der von seitlich der 
Achse gelegenen Punkten ausgehenden und das System noch gerade 
durchdringenden Bündel (Strahlenbegrenzung wegen des Ge- 
sichtsfeldes). 



§ 32. Strahlenbegrenznng wegen der Helligkeit. 

Ein brechendes System möge eine bestinmite Anzahl von Blend^i 
haben. Wir bilden diese sämtlich nach der Objektseite hin ab und 
erhalten so eine Reihe diesen Blenden entsprechender Blendenbilder 
im Objektraume. 

Dasjenige Blendenbild nun^ das von dem Fußpunkte des in Frage 
kommenden Objektes aus unter dem kleinsten Gesichtswinkel erscheint^ 
ist maßgebend für die Weite der das System durchdringenden Bündeli 
welche die Abbildung der einzelnen Punkte vermitteln. 

Dieses Blendenbild nennen wir die Eintrittspupille (EP), die 
zugehörige Blende selbst die Aperturblende (AB), das nach dem 
Bildraume zu entworfene Bild der Aperturblende heißt Austritts- 
pupUle (AP). 



§ 32. Strahlenbegrenzung wegen der Helligkeit. 
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Bestehe z. B. das System (Fig. 20) aus den drei Partialsystemen Si , 
Sf , 8^ und sind darin die Blenden I, II, III, IV enthalten, bilden wir 
diese vier Blenden nach links durch den in dieser Richtung vorgelagerten 
Sjstemteil ab (d. h. nach der Objektseite zu), so mögen die Blenden- 
bilder r, ir, IIFy IV' entstehen, wo also V das Bild von I, IT das 
Bild von II usw. seL Sei femer P der Fußpunkt des Objektes, das 
durch das System abgebildet werden soll, für das also die Strahlen- 
begrenzung festzustellen ist, so muß man gemäß den obigen Aus- 
führungen dasjenige Blendenbild suchen, das von P aus unter dem 
kleinsten Gesichtswinkel erscheint. Nach dem Beispiel der Figur 20 




ist dies das Bild II' , denn wenn man dessen Endpunkte a und ß mit 
P verbindet, so ist der Winkel ä P/? offenbar kleiner als alle anderen 
Winkel, welche man erhält, wenn man die Endpunkte der anderen 
Blendenbilder mit dem Punkte P verbindet Das Bild II' ist also in 
dem vorliegenden Falle die Eintrittspupille (EP) für das bei P 
befindliche Objekt Die (EP) kann reell oder virtuell, umgekehrt oder 
aufrecht sein in Hinsicht auf die Blende ZT, welche in unserem Bei- 
spiel als Aperturblende wirkt, ferner kann sie rechts, links oder 
inmitten des optischen Systemes liegen. 

Bildet man nun femer die Aperturblende (in unserem Beispiel 
die Blende II) nach dem Bildraume hin ab durch den nach rechts 
hin vorgelagerten Systemteil, so findet man die Austritts- 
pupille (AP). Bei photographischen Systemen wirken als Apertur- 
blende entweder eigens vorgesehene Blenden oder auch die Bänder der 
Linsenfassungen. 

Um die Bedeutung der Ein- und Austrittspupille anschaulich zu 
machen, knüpfen wir imsere weiteren Betrachtungen an die Figur 21. 
& ist dort der Durchmesser der (EP) = J.jB = 2^ , der der 
(AP) = J.'J?' = 2^' dargestellt, während JB und B.' die Mittelpunkte 
der Pupillen darstellen. Diese letzteren Punkte sind konjugierte Punkte, 
ähnlich wie die Hauptpunkte und Knotenpunkte und sind Bilder des 
Mittelpunktes der Aperturblende, die jedoch in Figur 21 nicht ge- 
zeichnet ist 
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Kapitel 3, Di© Strahle nbegrenzutig. 



Sei nun PQ ein beÜebigeg Objekt, so Gntsprieht dem Strahl QA 
im Objektraume der Strahl A'Q' im Bildraume, weil ja A zu A* 
und Q zu §' konjugiert ist. Ebenso gehört zum Strahle QB der 
Strahl Q'B', Man kann also die (EP) mit dem ßadius g als dieH 
Ba^is aller eintretenden und die (AP) mit dem Radius g' als die Basis ^1 
aller austretenden Lichtbündel auifas&en. Dabei füllen die Liohtbündd 



ßW 



Flg. 21, 

gerade die ganze Aperturblende aus, die jedoch, wie schoti bemerk^ ^ 
in Figur 21 nicht gezeichnet ist Für die konjugierten Punkte P ^M 
* und P' z. B. smd diese Bündel durch die Kegel APB und A'P'B' ™ 
dargesteUt, für die konjugierten Punkte Q und Q^ durch die Kegel j 
AQB und A'Q'B' im Schnitte mit den J? • A dargestellt. H 

Während wir mittels der sogenannten Kardinal punkte wohl er- ^^ 
fahren, wo das Bild Q' eines Punktes Q liegt, erhalten wir mittels 
der (EP) und (AP) erst Auskunft darüber, welehe physischen Strahlen 
eigentlich die Abbildung vermitteln* Eine Reihe von Fragen , wie 
z. B» über die Lage und Größe der Zerstreuungskreise , über die 
Bedingungen der Orthoskopie und über die Helligkeit^abnahme nach 
der Peripherie der Mattscheibe hin können erst mittels dieser Strahlen- 
begrenzung ihre exakte Beantwortung finden. 

Da beim Aufsuchen der (EP) insbesondere, wenn das System 
mehrere Blenden aufweist, (Fig, 20), der Fußpnnkt P des Objektes 
maßgebend ist^ so kann der Fall eintreten, daß für verschiedene £nt- 
feroungen des Objektes verschiedene Blenden als Aperturblenden 
wirken. Wir wollen nur noch den für die Photographie wichtigsten 
Fall näher betrachten, daß das Objekt PQ sehr weit entfernt ist. In 
diesem Falle ist ersichtlich diejenige Blende als Äperturblende anzu- 
seheni deren BUd im Objektraume den kleinsten linearen Durchmesser 
hat Alle einfallenden Strahlenbündel degenerieren zu Zylindern» 
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während (He aus der {AP} austretendeo Bündel kegelförmig sind und 
ihre Spitze in der hinteren Brennebene des Objektives haben, 
Bemerken wolleii wir noch, daß anch häufig der Fall eintritt, daß zwar 
die vom Fußpunkte des Objektes ausgehenden Bündel (für den Fall 
sehr entfernter Objekte also der achsenpaiullele Strahlenzylinder) die 
(EP), die Aperturblende und die (AP) vollständig durchdringen, wäh- 
rend die stark geneigten Strahlenbündel zum Teil durch andere 
Blenden des Systemea oder durch die Linsenfassimgen abgeblendet 
werden. In diesem Falle macht eich ein staiker Ldchtabfall nach dem 
Bande der Platte zu bemerkbar. Diese Erscheinung bezeichnet man 
mit dem Namen ,^Vignettieren*^, 



§ 33* Die Pnpilleiiiiiitten als Ansgangspankte für die 
Sehnittweiten. 

Als Ausgangspunkte für die Zählung der Schnittweiten haben 
wir vorwiegend die Linsenscheitel oder die Brennpunkte des System es 
gewählt Wir wollen jetzt als Fixpunkte die Mittelpunkte M und R^ 
der (EP) und (AP) wählen. Dabei wollen wir das Vergr5ßerunga- 
Verhältnis in den Pupillen mit B bezeichnen und wollen zunächst 
folgende Aufgabe lösen: 

Aufgabe: Von einem konjugierten Panktpaare E, E' ist dieVer- 
groEerung B gegeben. Welche Entfernung x^ , x^ haben diese Punkte 
von den Hauptbrennpunkten J'und JF' des Systemes? i^ ist in Fig* 21 
zwischen P imd U, F' zwischen F' und E' liegend anzunehmen. 

Zufolge der Grundformeln der Dioptrik bestehen gemäß § 22 
die Gleichungen: 

x,^^fr und B = ^='-^, 

wenn f and f die Brennweiten des Sjstemes sind und in Figur 21 
Xq = FR und F'W=Xa ist- Aus den letzten Gleichungen folgt: 

(&3a) 

■ xi=rB, 

wodurch unsere Aufgabe gelöst ist. 
Setzen wir jetzt (Fig. 21) 

FR = S, F'B' = f ' , 
PF = x, P'F' = x', 
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80 ist: 
(53 b) 



(x + a;o =- I 



^S =PR, 
F'R' . 



Aus den Gleichungen (53 a) und (53 b) folgt nun anter Berück- 
sichtigung von X ' x' = f • f 

wo also jetzt die Schnittweiten | und ^' auf die Pupillemnitten be- 
zogen sind. 

Die (AP), d. h. der Kreis mit dem Radius R'A = R'B\ ist die 
Basis der austretenden Strahlen und zwar für jede beliebige Neigung 
des einfallenden Strablenbündels. 

In der Figur 22 ist noch ein aus zwei positiven kongruenten 
Teilsystemen bestehendes Objektiv dargestellt^ bei dem die Apertur^ 
blende NV in der Mitte zwischen den Teilsystemen sich befindet, 




ein Fall, der in der photographischen Praxis häufig vorkommt. Diese 
Teilsysteme stehen wohl immer so dicht aneinander, daß NV inner- 
halb der Fokalentfemung sich befindet, so daß in diesem Falle sowohl 
die (EP) wie auch die (AP) virtuell und vergrößert sind. Die erste 
ist durch ÄBj die andere durch Ä'B' in Figur 22 dargestellt. 

Ein einfallender Strahl P^, der nach der Brechung durch das 
erste System durch den Mittelpunkt M der Aperturblende geht, muß 
im Objektraume durch die Mitte B der (EP) gehen oder doch, wie 
im Falle der Figur 22, wo die (EP) virtuell ist, auf diesen Punkt 
hingerichtet sein. Analog geht der austretende Strahl Q'P' rück- 
wärts verlängert durch die Mitte JB' der (AP). Objektive der durch 
Figur 22 dargestellten Art heißen symmetrisch. 



§ 34. Eonstmktion der Bilder mittels Hanptstrahlen. 

Die Verbindungslinie irgend eines seitlich gelegenen Objekt- 
punktes Q mit dem Mittelpunkte JB der (EP) nennt man Haupt- 
strahl. Diese Strahlen sind nicht mit den durch die Hauptpunkte 
gezogenen Strahlen zu verwechseln, die in der Literatur gelegentlich 
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auch wohl als Hauptstrahlen bezeichnet worden sind Er ist gewiseer- 
maßen die j^Schwerliüie*^ des einfallenden Lichtbündela und bleibt 
von dem letzteren allein noch übrig, wenn man die Durchmesser der 
Pupillen unendlich klein werden läßt Ist das Kon vei^nz Verhältnis F 
in den Pupillen gegeben, so kann man leicht mittels der HauptstrahJen 
das Bild eines Übjektes konstruieren, Ist z. B, das Objekt sehr weit 
entfernt, so zieht man (Plg, 21) von einem geitüch liegenden Objekt- 
punkte Q den Hauptstrabi Qli^ der mit der Achse den Winkel w 
bilde. Legt mau durch IV unter der Neigung lü'^^r* w einen Strahl 
|(den bildseitigen Hauptstrahl), so durchstößt dieser die Fokalebene 
(Mattscheibe) im Bildpunkte Q' von Q ^ wo noch daran erinnert werden 
möge, daß die Größen F und B In der Beziehung F * B=l stehen. 
In den Figuren 21 und 22 ist der Gang von Hauptstrablen dar- 
gestellt. 

In Figur 22 ist FQLMLQ'P' ein HauptstrahL Ersichtlich 
{;ehen alle Hauptgtrahlen durch den Mittelpunkt M der Apertur blende. 



§ 35- Strahieubegrenzung wegen dei Oesiehtsfeldes. 

Mittels der Hauptstrahlen gelingt die ejtakte Bestimmung des 
Gesichtsfeldes eines Objektives. Solange nänilich von einem seitlich 
I gelegenen Punkte noch Haiiptstrahlcn das System diu^ehdringen, wird 
der Punkt noch auf der Mattscheibe abgebildet. Diese Bedingung 
ifit aber damit identisch, daß der Hauptstrahl QR (Fig. 21) sämtliche 
im Objektraume liegenden Blendenbilder schneidet, d. h. nicht über 
sie hinweggeht. Das Gesichtsfeld im Objektraume ist also durch 
diejenige Blende bestimmt ^ deren Bild im Objektraume von M aus 
hinter dem kleinsten Gesichtswinkel erseheint Dieses Bild ist in 
neuerer Zeit als „Eintrittsluke" bezeichnet, während das zugehörige 
Bild im Bildraume die j,Austrittsluke** heißt Das bildseitige Gesichts- 
feld eines Objektives wird durch den Kegel bestimmt, dessen Spitze 
die Mitte der (AP) und dessen Basis die Austritt sinke ist Auf 
■der Mattscheibe ist das Gesichtsfeld abgegrenzt durch den KreiS| in 
-welchem sie von diesem Kegel geschnitten wini 

§ 36. Bemerkung zur Theorie der Strablenbegrenzung. 

Die Lehre von der Strahlenbegrenzung ist definiert zunächst 
im Anschlüsse an den paraxialen Strahlengang. Sie wird dadurch 
besonders nützlich, daß die Mittelpunkte der (EP), der (AP) und der 
Aperturblende auch unter Voraussetzung der Existenz endlich geöffneter 

Gl ei ehe Hl Photogfa^plüw^be Dpük. 4 
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und geneigter Bfindel eine gewisee, spiter nodi niher za definierende 
Bedeatm^ beliahea. 

Bemerkt sei nodi, daß zufolge der gegebenen Hieorie der Ort 
der Apertorblende und djunit aoch der Ort der PnpQIen beliebig ist. 
Mm kann a priori keinen Punkt der Achse angeben, welcher for 
den Strahlengang iigendweldie Vorteile böte. Diese Willkür fillt 
aber fort, sobald wir die durch den ^endlichen Strahlengang" bedingten 
Abweichongen von der Ga aß sehen Abbildnng näher in Betracht 
ziehen. Wir werden dadurch za neoen, widitigen Definitionen — der 
natfirlichen Blende and der Abbildung durch Fundamental- 
strahlen — gef fihrt (Vgl Kap. 9.) 



Kapitel 4. 

Die Achromasie. 



§ 37. Achromasie der Schnittweiten. 

Die Formeln des paraxialen Grebietes waren unter der Yoraus- 
setzung abgeleitet^ daß die Brechungsexponenten konstant seien, d. h. 
daß wir Licht von einer bestimmten Farbe dabei voraussetzten. 
Gehen wir jedoch von einer Farbe zur anderen über, so treten Ände- 
rungen auf, die sich auf alle Abbildungsfaktoren erstrecken. Wir 
beginnen mit der Diskussion des praktisch wichtigsten Falles, nämlich 
der Änderung der fokalen Schnittweite beim Übergang von einer 
Farbe zur anderen. 

Denken wir uns das System von Rekursionsformeln (Gleichung 37 
in § 25) für x brechende Flächen hingeschrieben und darin o^ » cx> 
gesetzt, so ergibt sich die fokale Schnittweite a^. 

Wenn es sich darum handelt, a^ für die verschiedenen Farben, 
aber für ein und dasselbe System zu berechnen, so werden sich von 
dessen Konstanten die Radien und Dicken nicht, wohl aber die 
Brechungsexponenten n^ , ttj , . . . n^ ändern, die Größe a^ ist also eine 
Funktion dieser Veränderlichen ^...nx. Es sei für die 2) -Linie, 
wenn q> das Zeichen für eine Funktion ist: 

ai = 9? (nj , Wj , . . . n^) . 

Will man jetzt von der 2) -Linie zu irgend einer anderen, z. B. 
zur 6^'-Linie übergehen, so muß man die Brechungsexponenten sich 
ein wem'g ändern lassen. Diese Änderungen sind nun so klein, daß 
man sie mit genügender Genauigkeit als DifiTerentiale auffassen kann. 
Wenn man also die Zunahme da^ von a,J beim Übergange von der 
D- Linie zu der 6^^- Linie finden will, so hat man die obige Gleichung 
nur zu differenzieren. Wir erhalten: 
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ieux äoll da^ Sj^utm. achromatisch sem. d. L aj soll for die 
D-Lioie and fnr die G -Lmie denäelben Wert effaaliKii. Die Zunahiiie 
da^ vim a^ b«n Ubergazig voo der D-Linie zsr G -Linie muß also 
gleich 2^aII sein. Wir haben alio for die Bedingung der Achromasie: 

Die Grofien <f m^ , tf ik • dn^^ .... Jn, sind aU bekannte Größen 
m betrachten and können was den ProdoktionsTerzdchnissen der 
optischen Werknatten entnommen werden. Gleichnng (54) stellt dann 
eine neoe Bedebang zwischen den Konstanten des Systemes dar. 

Man kann anch von der Z>- Linie zu irgend einer anderen Linien 
2. B. rar f- Linie y übergehen. Die unendlich kleinen Anderangen, 
welche die Brechangsexponenten bei diesem Übergai^ erleiden, 
seien düi^ dn^,... dn^. Die Zanahme von a^ bei diesem Über- 
gai^ von der D-Linie zn der jF- Linie sei dä^. Dann erhalten wir 

Soll a« for die Z)- Linie und die jp- Linie anch zosammenfallen, 

so maß 

dä: = 

sein, and wir haben also als Bedingung dafür, daß die Brennpunkte 
für drei Farben zusammenfallen: 

Man bezeichnet diesen Vorgang als Aufhebung des sekundären 
Spektrums. Wenn man noch eine Farbe in demselben Punkte 
konzentriert^ so spricht man von Aufhebung des tertiären Spek- 
trums usw. 



§ 38. Anwendung dieser Methode auf ein System mit nur zwei 
Breehungsexponenten. 

Das vorgelegte System bestehe aus zwei Glassorten mit den 
Brechungsezponenten n und N, dann ist unter Voraussetzung von 
X -Flächen: 
(55) < = q>(n, N). 

Wenn nun für den Übergang von der 2) -Linie zur Cr '-Linie die 
Änderungen der Brechangsexponenten 

no^ — ni) = dn und No^ — Ni) = dN 



§ 39. Proportionaler Gang der Dispersion. 53 

gesetzt werden^ so muß, wenn das System achromatisch sein soll, 

(56) ^(na,-„j,)+l^(No'-N^) = 

sein. 

Soll das System frei vom sekundären Spektrum sein, d. h. sollen 
sich drei Farben streng im Fokus vereinigen, so muß noch die Gleichung 

(57) ||(„^_„^) + ||(jV^_iV;,) = 

bestehen, wenn wir als dritte Farbe etwa die der C- Linie wählen. 
Aus der Gleichung (56) findet man 

d(p 

(58) "^ ^''' - ^^ 



In 



und aus Gleichung (57) ergibt sich 
(59) 



d<p 



d(p fij) — nc 

In 

und durch Vergleich von (58) und (59) entsteht: 
no' — nj) Nq' — Nn 



(60) 



nD — nc Nb — Nc 



Dies ist eine Beziehung, die ganz unabhängig ist von der 
Funktion (p und nur abhängt von den Brechungsexponenten der beiden 
Glassorten. Glassorten, die der Bedingung (60) nahezu entsprechen, 
sind nach dem Verzeichnis von Schott u. Gen. z. B. 

0.225 und 0.3;") , 
0.60 und 0.164 . 



§ 39. Proportionaler Gang der Dispersion. 

Wir haben bereits oben (vgl. S. 7) gesehen, daß die von ver- 
schiedenen Glassorten erzeugten Spektren gänzlich verschieden sind. 
Wenn es gelänge, zwei Glassorten zu finden, welche ähnliche, aber 
nicht kongruente Spektren erzeugen, so würden damit der prak- 
tischen Optik außerordentliche Dienste geleistet sein. Wenn wir 
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nämlich für zwei solcher Glassorten zwei Farben vereinigt hätten^ so 
hatten wir alle Farben in einem Punkte vereinigt Diese Behauptung 
wollen wir jetzt beweisen. 

Wir nehmen ein System aus zwei Glassort^n an mit den Brechungs- 
exponenten n und N. Dann ist 

aL = <p{n, N), 

und um einfache Achromasie zu haben, muß 

sein, wo (x und ß die Änderungen sind, welche die Brechungs- 
exponenten n und N beim Übergänge von einer Farbe zu einer an- 
deren erleiden. Gehen wir zu einer neuen Farbe über, so kommt 
als Bedingung der Aufhebung des sekundären Spektrums noch die 
Gleichung 

hinzu, wo (x^ und ß^ die entsprechenden kleinen Änderungen der 
Brechungsexponenten sind. Als Bedingung der Aufhebung des ter- 
tiären Spektrums kommt noch die Gleichung 

-3^ «2 + W Ä = 

dn ^ ' dN ^* 

hinzu und so fort bis zur Aufhebung eines beliebigen (X + iy^ 
Spektrums , wofür wir {X + 1) derartige Gleichungen hätten. Die 
letzte Bedingungsgleichung würde lauten 

Wenn alle diese Gleichungen erfüllt wären, so hätten wir X Farben 
in einem Punkte vereinigt 

Diese Gleichungen sprechen ein sehr einfaches Gesetz aus. Setzoi 
wir zur Abkürzung für einen Augenblick: 

dq? 

Jn _ 1 

^~ Ä' 

cN 
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80 ergibt sich aus den vorstehenden Gleichungen der Reihe nach: 

«1 - ^ • A , 

(62) { a, = ^ . /?3 , 



[ ax=^ Ä' ßi 



Beachten wir nun^ daß ^, ^^ , . . . ^ji die Änderungen des Brechnngs- 
exponenten n und ß, ßu-^-ßi die entsprechenden Änderungen des 
Brechungsexponenten N sind, so sagt das System von Gleichungen (62) 
aus, daß die Änderungen a proportional den entsprechenden Ände- 
rungen ß sind, d. h. daß das Spektrum des einen Glases dem des 
anderen Glases ähnlich ist. Man drückt dies auch aus, indem man 
spricht vom ^^proportionalen Gang der Dispersion'^ In diesem 
Falle würden wir also vollendete Farbenreinheit haben. Wenn auch 
die Herstellung zweier solcher Glassorten noch nicht gelungen, so 
hat man doch schon Glassorten gefunden, welche dem proportionalen 
Gange der Dispersion ziemlich nahe kommen. 



§ 40. Mittlere Dispersion. Crown- and Flintglas. 

Es seien zwei dünne Linsen gegeben. Die erste habe die Radien 
r^ und r, und die Brennweite f^ , die zweite die Radien r^ und r^ und 
die Brennweite f^ . Die Dicke beider Linsen sei gleich Null, und 
auch die Entfernung der beiden Linsen voneinander möge zunächst 
vernachlässigt werden. Wenn noch % der Brechungsexponent der 
ersten, n^ der der zweiten Linse ist, so hat man: 

und die G^samtbrennweite des Sjstemes beider Linsen ist (vgl. die 
Formeln 46 a und 48) 

(63) i.^ + ^. 

Wir wollen die Bedingung aufsuchen, unter welcher diese beiden 
Linsen achromatisch sind unter der Voraussetzung eines unendlich 
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fernen Objektes. In einem Systeme dünner Linsen fallt die fokale 
Schnittweite mit der Brennweite zusammen, also ist 

/*= ai und df= da'^ . 

Durch Differentiation von Gleichung (63) ergibt sich 

(64) -^df=-~df,-^^dU. 

Wir wollen zur Abkürzung setzen 

1) • xi , 
1) . X, . 



(65) 



1 1 




1 


- - - = Xl , 

»^1 *^t 


also 


-f- = (fH 


1 1 




1 






-f = K 

h 



Durch Differentiation der Gleichungen (65) erhalten wir 

oder wenn wir för x^ und Xj ihre Werte aus den Gleichungen (65) 
einsetzen : 

(65a) -i^/i= ^""^ 



1 ^ dtif 



(65b) ^Ldf.- 

Aus diesen beiden Gleichungen in Verbindung mit Gleichung (64) 
eigibt sich: 

Da wir die Bedingung für die Achromasie aufstellen wollen^ so 
maß 

gesetzt werden; also erhalten wir aus Gleichung (66): 
(67) = -^.^^.+ ^"^ 



/•i(«i-l)^/;(«»-l)' 

di% 
Man bezeichnet nun ganz allgemein die Größe , d. h. die 

Änderung, welche der Brechungsexponent der 2) -Linie beim Über- 
gange zu irgend einer anderen Farbe erleidet, dividiert durch den 
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um 1 verminderten Brechungsexponenten mit — und nennt v die 
mittlere Dispersion. Demnach ist 

dn, ^ 1 

»1 - 1 - n ' 

und Gleichung (67) geht über in 

h n /» »-» 
oder 

oder 

(69) J- = -?' 

d. h. zwei unendlich dünne und einander unendlich nahe Linsen bilden 
ein achromatisches System^ wenn sich die Brennweiten umgekehrt 
verhalten wie die mittleren Dispersionen. Diese mittleren Dispersionen 
findet man in jedem Produktionsverzeichnis angegeben, und nach ihnen 
sind die Glassorten geordnet. Glassorten mit großem v werden als 
Crowngläser (sie zerstreuen die Farben schwächer), solche mit 
kleinem v als Flintgläser (sie zerstreuen die Farben stärker) be- 
zeichnet. In dem Kataloge von Schott u. Gen. geht die Numerierung 
von r = 70 bis V = 19,7. 

Das negative Vorzeichen der Formel (69) sagt aus, daß die beiden 
dünnen Linsen, welche ein achromatisches System bilden, verschiedenes 
Vorzeichen der Brennweiten haben müssen, d. h. daß sich für den 
gedachten Zweck immer nur eine Kombination einer positiven und 
einer negativen Linse eignet. 

Verlangen wir z. B., daß das System die positive Brennweite 
gleich Eins habe, so besteht zufolge der Gleichung (63) die Beziehung: 

/•i ^ ' ' 

und unter Berücksichtigung von (69) erhält man: 
(70) 



/• _ ^1 — ^2 

'1 — ■- , 



n 



12 — ~ 
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Wir betrachten noch den Fall zweier dünner Linsen , die sich 
in einem Abstände e voneinander befinden. 

Differenziert man Gleichung (50)^ indem man h^^ f^ und fj als 
variabel ansieht^ und setzt dann db^ = 0, so erhalt man unter Be- 
rücksichtigung der Gleichungen (65 a) und (65 b), die hier eben&üls 
gültig sind: 

dfii 



(71) 



0^ 



1 . dn, 1 '(e-frV 



oder unter Berücksichtigung der Beziehungen (68) 

(72) 1 + ' (i^y.o. 



§ 41. Photographisehe Farbenkorrektion. 
In der photographischen Optik wählt man 



(73) 



V = 



tlD—l 



Hb — 1 



und bezeichnet es gewöhnlich mit v im Gr^rensatz zu v 

welch letztere Größe man gewöhnlich der Berechnung von Femrohrefu 
und Mikroskopen zugrunde legt, und die auch in den Produktiona- 
verzeichnissen meist nur ang^eben ist Wir verstehen in folgendem 
jedoch unter v immer die durch Gleichung (73) definierte Größe und 
geben in folgendem eine kleine Tabelle von optischen Daten ffir die 
am häufigsten in der phot<^raphischen Technik gebrauchten Gläser. 



Nr. der 
Schmelze 



Benennung 



nn 



tlQ' »£> 



0.20 

0.114 

0.60 

0.15 

0.726 

0.376 

0.569 

0.103 

0.102 



Silikat- Crown mit niedrigem Bre- 
chungsexponenten . 
Sofb-Crown .... 
Hard-Crown . . . 
Zink-Siiikat-Crown . 
Extra leichtes Flint . 
Gewöhnliches Leichtflint 
Light-Flint .... 
Dense-Flint .... 
Extra Dense-Flint 



46.9 
44.3 
47.4 
45.6 
36.5 
32.8 
31.6 
27.4 
25.4 



1.5019 
1.5151 
1.5179 
1.5308 
1.5398 
1.5660 
1.5738 
1.6202 
1.6489 



0.01070 
0.01163 
0.01092 
0.01164 
0.01479 
0.01726 
0.01818 
0.02262 
0.02552 
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Nr. der 
Schmelze 



Benennung 



Wd 



Wö' — flD 



0.381 

0.1231 

0.578 

0.748 

0.211 

0.202 

0.1209 



Crown mit hoher Dispersion 
Crown mit hoher Dispersion 

Baryt-Leiehtflint 

Baiytflint 

Schweres Barium-Silikat-Crown 
Schwerstes Barium-Silikat-Crown 
Schwerstes Barium- Silikat-Crown 



39.8 
38.5 
35.8 
29.6 



45.1 
43.2 

44.8 



1.5262 
1.5289 
1.5825 
1.6235 
1.5726 
1.6040 
1.6112 



0.01323 
0.01374 
0.01630 
0.02107 
0.01270 
0.01397 
0.01363 



§ 42. Achromasie der Brennweite oder Bildgroße. 

Wir haben uns bisher darauf beschrankt, für die verschiedenen 
Farben die BUdpunkte auf der Achse identisch zu machen. Sind nun 
aber von einem Objekte die Bilder für die verschiedenen Farben 
zwar in einem Punkte vereinigt, aber von verschiedener Größe, so 
wird dadurch eine chromatische Störung eintreten. Man muß daher 
von einem guten optischen Systeme nicht nur verlangen, daß die Bilder 
für die verschiedenen Farben in einer Ebene zusammenfallen, sondern 
anch^ daß sie für die verschiedenen Farben gleiche Größe h' haben. 
Wenn wir die Änderung der Bildgröße beim Übergänge von gelbem zu 
violettem Licht mit dh' bezeichnen, so ist die Bedingung dafür, daß 
die Bilder gleich groß sind: 



(74) 



dh' 



Nach den gegebenen Definitionen (vgl. S. 30) ist für das paraxiale 
Gel)iet 



(75) 



/ = — , also h'=U'f, 
u 



wo / die objektseitige Bildweite und u der Winkel ist, unter dem 
die Strahlen einfallen. (Da wir voraussetzen, daß das System sich in 
Luft befindet, so fällt objektseitige und bildseitige Brennweite zu- 
sammen.) u befindet sich in dem Räume, wo die Lichtstrahlen noch 
nicht in Farben zerlegt sind, ist also für alle Farben konstant. Durch 
Differentiation der Gleichung (75) erhalten wir somit 



(76) 



dh'^u-df, 
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also mit Rücksicht aaf Gleichung (74) 

(77) df=0. 

Wenn also ein System für verschiedene Farben gleich große 
Bilder liefern soll, so müssen die Brennweiten für die verschiedenen 
Farben zusammenfallen. Man nennt dies Achromasie auf Brenn- 
weite oder aaf Bildgröße. Alle die Betrachtungen ^ die wir für 
die Schnittweiten gemacht haben (vgl. S. 51 bis 55), gelten auch für 
die Brennweiten. 

Es seien uns jetzt zwei Linsen gegeben mit den Brennweiten ^ 
und f^. Ihr Abstand voneinander sei e. Die Gesamtbrennweite 
dieses Systemes ist dann, wie wir gesehen haben [vgl Gleichung (52), 
S. 42,] 

(78) | = -3-+' ' 



f f. U U'W 

Durch Differentiation dieser Gleichung finden wir 

(79) -^,r— ii/;-i.'r.+.(^-^<(r.+^-iiA). 

Wenn nun v^ und r^ die mittleren Dispersionen der Glassorten 
sind — die wir inmier aus den Katalogen entnehmen können — , so 
ist nach Gleichung (65 a) und (65 b) S. 56 in Verbindung mit den Glei- 
chungen (68) S. 57 : 

(80) 

und Gleichung (79) gebt somit über in 

1 j/- 1,1 /l 1,1 M 

Sollen nun die Brennweiten achromatisch sein, so mufi [vgL 
Gleichung (77), S. 59] sein: 

Also erhalten wir die Gleichung, wenn wir gleich mit v^v^f^f^ 
multiplizieren, 

= vJi + ri /i - e(vi + Vi) 



du 


1 


n ~ 


Vx/l' 


df. 


1 


n 


v,/i' 
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oder 

(82) , = !:iAi-iA. 

In diese EntfemuDg e müssen also unsere beiden Linsen gebracht 
werden, damit sie achromatisch sind in bezug auf die Brennweiten, 
d. h. damit gelbes und violettes Bild gleich groß sind. 

Diese Formel gilt natürlich auch, wenn die beiden Linsen aus 
derselben Glassorte bestehen. Dann wird v^ = Vj , also 

(83) « = -P- 

Diese Formel war schon den älteren Optikern bekannt. 



Kapitel 5. 

Das Seideische Gebiet und 

Bedingung. 



Petzval- 



§ 43. Die Seidelseheti FehlergleiehmigeD. 

Wir haben schon oben § 8 bemerkt ^ daß, wenn man bei dea' 
Strahle Dneigungen zur Achse erat vierte und höhere Potenzen ver- 
nachlässigtj sich der Abbüdungsprozeß noch vollständig mathematisch 
durch die von Seidel 1855 und 1856 und später auch von anderen 
Autoren entwickelten Formeln übersehen läßt Seidel hat nämlich 
diejenigen „Korrektionsgliedei^'^ berechnet, welche zu den Gauß sehen 
BestimmnngBstücken hiuzugefijgt werden müesen^ damit außer den 
Farajsmlstrahlen noch diejenigen schief verlaufenden Strahlen berück- 
sichtigt werden, deren Stnihlenneigungen der obigen Voraussetzung 
entsprechen. Die Formeln für diese Korrektionsglieder setzen sich 
zusammen aus fünf nicht identischen Summen derart, daß, wenn diese 
fünf Größen einzeln der Null gleich werden, die Seidelsohe Abbildung 
in die Gauß sehe übergeht, d. h. daß ein achsensenkrechtes Objekt 
ein scharfes, ebenes und winkelgetreues Bild erzeugt. In diesem 
Sinne kann man die genannten fünf Großen, die man mit Si bis S^ 
bezeiclmet, als die durch die Seideischen Strahlen erzeugten Fehler 
ansehen« 

Da wir später das allgemeine Problem der Bilderzeugimg von 
viel allgemeineren Gesichtspunkten aus behandeln werden, als es durch 
die Seide Ische Darstellung geschieht, so beschränken wir uns hier^J 
auf einen kurzen Hinweis betreffs der Bedeutung der Größen S* ^H 

Sl — bedeutet, daß die sphärische Aberration aufgehoben 
istj d. h, daß alle von einem auf der Achse gelegenen Objektpunkte 
ausgehenden Strahlen sich im Bildraume streng in einem Punkte 
schneiden. Ist außer S^ auch S^ = , so bedeutet dies, daß auch 
Punkte, die der Achse unendlich nahe sind, also nicht auf der Acl 




§ 43. Die SeidelBohen Fehlergleichungen, 



es 



selbst Hegen j die sphärische Aberration im Hauptschnitte aufgehoben 
ist (Sinusbedingung). In diesem Falle bilden also die im Haupt- 
Bcbaitte verlaufenden Strahlen nach der Brechung nicht wie im jJl- 
gemeinen Falle eine Brennlinie (Coma), sondern schneiden sich streng 
in einem Punkte* Man sagt, daß in diesem Falle Comafretheit herrsche 
(Fraunhofer sehe Bedingimg). 

Die nicht im Hauptschnitte verlaufenden Strahlen^ insbesondere 
die in Ebenen verlaufenden , welche senkrecht zum Hauptachnitte 
sind (die sogenannten Sagittalstrahlen), schneiden sich jedoch bei seit- 
lich gelegenem Objektpunkte jetzt noch nicht notwendig in dem in 
bezng auf die im Haupt^chnitte verlaufenden Strahlen sberrations- 
freien Punkte, d. h. es ist noch Astigmatismus vorhanden, 
dessen Aufhebung durch das Hinzukommen der Bedingung S^ = 
garantiert ist. 

Ist nun aber auch der Astigmatismus aufgehoben, so liegt das 
Bild im allgemeinen noch auf einer krummen Fläche , die eich 
jedoch in eine Ebene verwandeltj wenn S4 — ist (Petzvalsche 
Bedingung). 

Schließlich ist S5 = die Bedingung dafür, daß das Bild dem 
Objekte winkelgetreu ist (Bedingung für die Orthoskopie)* 

Die Seideischen Großen S enthalten außer den Konstanten des 
Systemes auch noch die Entfernungen des Objektes uud Bildes von 
den Systemflächen, d* h, daß das Null werden der sämtlichen Größen S 
immer nur erst die Garantie liefert ^ daß für ©in bestimmtes 
konjugiertes Ebenenpaar kollineare Abbildung stattSndet. Die 
Bedingimg dafür, daß eine derartige vollkommene Abbildung aucli 
noch in der Nahe des betrachteten Ebene npaares stattfindet^ heißt die 
Her sc heische und wird später allgemein entwickelt werden. 

Wie schon erwähnt^ bilden die seitlich auffallenden Strahlen bei 
den modernen photograpbiscben Systemen derartige starke Neigungen 
zu der Achse ^ daß die Voraussetzungen nicht mehr zutreffend sind, 
unter denen die Seidelsclien Bedingungen abgeleitet sind. Nur die 
Pet^valsche Bedingung macht hiervon eine Ausnahme und hat sich 
als hervorragend wichtig für die Konstruktion photographischer Systeme 
erwiesen ^ so daß wir uns mit ihr genauer beschäftigen müssen. 

Außerdem geben wir hier noch die Formeln für die sphäriflche 
Aberration einer sehr dünnen Linse, weil wir üirer bei der Durch- 
führung einiger einfacher Beispiele später bedürfen werden. 
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§ 44. Spliärisehe Aberration im Seidel scheu Oebiet«, 

Sei auf einer opüscheo Achse bei 5 eine dünne Linse aufgestellt 
{Fig. 23) und werde der Punkt P durch Paraxialstmhlen in P' ab- 
gebildet. Betracbten wir femer einen vou F ausgehenden Seidei- 
schen Strahl, für den also erst 
die vierten Potenzen der Neigung 
zur Achse vernachlässigt, werden, 
so schneidet dieser die Achse nicht 
genau in F\ sondern in einem 
benachbarten Punkte L^ Die kleine 
Strecke L'P' bezeichnen wir mit jS| und nennen sie „sphärische Aber- 
ration*'. Die Große Si wird von der EinfaUsböhe AS = h abbängen^ 
und man hat:*) 



Flg. sa 




<-) «--.-^[(-:+«^)-(^ir+(?-i)(i-«^)'. _ 

In dieser Gleichung, die zuerst von Euler gegeben ist, bedeuten 
a und b wie in § 27 die Schnittweiten vor und nach der Brechung 
für Paraxialsti-ablcnj d. h. es ist in Figur 23 

PS=a, P'S=b. 

Die Große x ist die Schnittweite nacb der Brechung an der 

bangen mit den Großen 



Fläche. 


Die Radien rj und r^ der Linse 


a, b, X 


also durch die Gleichungen: 


(85) 


«—1 1 1 « 


(86) 


K - 1 1 « 
r, b H ' 



zusammen, durch deren Addition noch die bekannte Beziehung entstebl 

WO n der Brechungsex|7onent und / die Brennweite der Linse bedeutel 
Durch Einführung der Brennweite / kann man der Gleichung (8 
folgende Form geben: 






*) Vgl. Klügel, Analyt Dioptrik* Leipzig nm S, 
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Soll die sphärische Aberration gehoben, cL h. 5^ »= sein, so muß 
in Gleichung (88) die eckige Klammer verschwinden. Schreibt man 

diese Bedingung auf und berechnet daraus —, so erhalt man: 



(89^ i = 2n+l /!_ 1\ l/[ (2n+l)V l IV n (1 1 1\] 
^ 'x 2(n+2)\6 al^y [4(n+2)»\6 a) n + 2\o» ab^bv] 

Die Gröfie anter dem Wurzelzeichen kann man schreiben: 

(m (4n-l) /l 1\ 4n^ + 2 1_ 

^ ^ 4(n + 2)» W "^ 6V 4(n + 2)« ' ab ' 

Aus dieser Form erhellt sofort, daß, wenn a und b dasselbe 
Vorzeichen haben, d. h. Objekt und Bild auf verschiedenen Seiten der 
Linse liegen, alsdann keine vollständige Vernichtung der Aberration 
möglich ist, indem der obige Ausdruck negativ, x also imaginär ist. 
Eine dünne Linse als photographisches Objektiv benützt, zeigt also 
sphärische Aberration, deren Große man aus den obigen Formeln 
leicht berechnen kann.'*') 

Dagegen kann Sj verschwinden, wenn a und b verschiedene Vor- 
zeichen haben, d. h. wenn Objekt und Bild auf derselben Seite der 
Linse li^en. Setzt man z. B. in (90) für n den Wert 1,5, läßt den 
gemeinschaftlichen Faktor beider Summanden weg und multipliziert 
mit b^, so ist die Bedingung dafür, daß x sich reell ergibt^ dadurch 

bestimmt, daß —5 (— + 1 1 — 11 — positiv oder -^ + -^ hl nega- 

tiv ist. Nach der Theorie der algebraischen Gleichungen ist dies 

nur dann möglich, wenn — zwischen die Wurzeln der Gleichung 

** . 11 * . i i^ A i. • u -11 + /21 , -11-/21 

-r + -^ 1-1=0, d.h. zwischen :rpr^ — und ^7^-^ 

a* o a lü Iv 

fällt Es muß also —b zwischen 0,642a und 2,558a fallen, wenn 
die sphärische Aberration gehoben sein soll. Wenn wir eine einfache 
Landschaftslinse also auch nicht in bezug auf den Bildort (die Matt- 
scheibe) sphärisch korrigieren können, so ist dies doch häufig möglich 
für die Mittelpunkte der Eintritts- und Austrittspupille. 



^ Für a = 00 wird 8^ ein Minimum, wenn das Radienverh&ltnis 
•-^= Ja)^ . 1^ ^ woraus für n = l,5 folgt: — ;r = 6- 



Gleiehen, Photographisclie Optik. 
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§ 45. Die Fetz?&l-Bedingini|Br, 

Li der Figur 24 sei ein Hauptschnilt (Papierebene) einer brechen- 
den Kagelfläche CSB mit dem Mittelpunkte 31 dargestellt Das Objekt 
sei jet^t nicbt, wie früher vorausgesetzt, in einer zur optischen Achse 
PMF' senkrechten Eb<>ne gelegen ^ sondern befinde sic^h auf einer 
Kugelfläehe, deren Mittelpunkt Ä und deren Scheitel P sei Von^j 



,jyf 



~ä 



Fig. 24. 

Punkte P werde mittels Paraxialstrahlen das Bild P' erzengt; sei^ 
femer Q ein Punkt der Kugelfläche, auf der sich das Objekt befindet, 
und zieht man eine Gerade QM — eine sogenannte Sekunda 
Achse — , so wird sieh das Bild Q/ des Objektpunktes Q auf der 
Verlängerung dieser Achse befinden. 

Setzt man QM= s und Q* M^ s* ^ so ist gemäß Gleichung {10) 
Seite 15: 



(91) 



7 '^ ? ^ ^^r~ 



wo r der ^idius der brechenden Kugelfläche ist und n und n' die 
Brechungsexponenten zu beiden Seiten derselben sind. 

Man kann übrigens bemerken, daß F' und Q' auch dann nochl 
als Bilder der Punkte P und Q aufgefaßt werden können ^ wenn wir 
die Voraussetzung des paraxialen Strahlenganges fallen lassen. 
P' und Q' sind dann die Spitzen der von P und Q erzeugten kau* 
»tischen Kurven im Hauptschnitte und als solche als Bilder von 
und Q anzusehen. Unter der Annahme^ daß die Winkel 

klein sind^ werden wir auch die sämtlidien Bildpunkte als auf einei 
Kugel mit dem Mittelpunkte A' liegend betrachten können. 
Wir setzen noch 



AM= a , 



A'M^ar. 
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(jemäß Figur 24 besteht nun die Beziehung 



oder 

(92) 

(93) 



n' 


+ 


n 
P'M 


n'- 


n 


PM 


r 




n' 


.1. 


n 


n'- 


- n 



a + Q a' + ^' r 

Aus den Gleichungen (91) und (92) folgt durch Subtraktion: 



Nun hat man nach dem Kosinussatze der Trigonometrie aus dem 
Dreiecke MÄQ: 

(94) Q^ = s^ + «2 — 2as cos* . 

Setzen wir den Winkel & so klein voraus, daß wir die Abbildung 
im Seideischen Gebiete haben, so ist (vgl. § 8): 

cosi? = 1 ^ , 

und Gleichung (94) wird 

^« = (5 — a)2 + a«*S 
woraus : 



s 






folgt. Entwickeln wir die rechte Seite nach dem binomischen Lehr- 
satz unter Vernachlässigung aller Potenzen von & , die höher sind als 
die zweite, so findet man 



8 — a 2 (s — a)* 

oder, wenn man mit s — a multipliziert: 

, 1 as*» 

Hieraas folgt leicht: 

8 1 , od» 



a + Q g^« 2(«-o)' 

■^ 2 (« - a) 
und endlich: 

(95) ^ ' -^^ 



a+Q s 25(5— a) 
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Durch die analogCD mathematischen Operationen im Bildraume 
hätte man erhalten: 

1 1 a'd» 

(96) 



a' + Q' s' 2s'(s'-aO' 

Setzt man die Werte der linken Seite aus (95) und (96) in (93) 
ein^ so wird, da die Größe i9^ herausfällt: 

an' a'n 



(97) 



s{s — a) s' (s' — a') ' 



Die Beziehung (97) ist unabhängig von '&, muß also für jede 
beliebige Neigung innerhalb des Seideischen Grebietes, also auch 
für Paraxialstrahlen gelten. Machen wir für einen Augenblick diese 
letztere Annahme, so ist, wie ein Blick auf die Figur 24 lehrt: 

s = a + Q, s' = a' + q' , 

und Gleichung (97) wird: 



oder 






und schließlich unter Berücksichtigrmg von Gleichung (91): 
(98) ^' + ^ = "'-" 



Q Q r 

Die Gleichung (98) liefert in einfachster Weise den Radius ^^ 
der Kugel, auf der sich das Bild befindet^ wenn der Krümmungs- 
radius Q des Objektes gegeben ist 

Der Einfachheit der Entwicklung halber haben wir unsere Be- 
trachtungen an den Fall angeknüpft, daß die Krümmungskugel des- 
Bildes dem ankonmienden Lichte die hohle Seite zuwendet und haben 
ihren Radius für diesen Fall positiv gesetzt. Um uns mit der von 
uns früher festgesetzten Vorzeichenbestimmung für die Krümmung 
einer Kugel in Einklang zu setzen (S. 23), müssen wir dem Radius q^ 
das negative Vorzeichen geben. Gleichung (98) wird dann: 

(99) !L'_«=?^ oder ±-^»l(l-i,). 
Q Q r UQ n' q' r \n n'l 

Nehmen wir an, daß das Bild mit dem Radius q' wieder ala 
Objekt für eine zweite Brechung diene usw., so können wir unsere 



§ 45. Die PetzYal-Bedingung. 69 

Betrachtungen sofort auf ein System beliebig vieler zentrierter Flächen 
ausdehnen. 

Bezeichnen wir die auf die verschiedenen Brechungen bezüg^ 
liehen Größen mit den entsprechenden Indizes, so wird z. B. für drei 
brechende Flächen: 



(100) 



J ^_=1(1_1\ 

J l_ = i(l_n 

j ?_=i(i_iv 

^^Qs M Qi rg Vti« ni/ 

Beachtet man die hier gültigen Beziehungen: 

»1 = ^2, ni = n^ usw. 
und 

^1 = Qi y Qi = Qs »8^., 

so erhält man durch Addition der Gleichungen (100) 

(101) ^_^,=yi(i-i,) 

ihQi nigi ^m^ T\n n'l 

eine Formel, die entsprechend für beliebig viele Brechungen gilt 

Für den Fall zweier Brechungen unter der Voraussetzung, daß 
das erste und letzte Medium denselben Brechungsexponenten n^ = ns = 1 
habe, muß Gleichung (101) für die Brechung durch eine beliebig 
dicke Linse gelten. Den Brechnngsexponenten des Linsenmediums 
n{ — ti, wollen wir jetzt mit n bezeichnen. Dann liefert (101), auf 
zwei Brechungen angewandt, sofort, wenn wir noch, da eine Ver- 
wechslung ausgeschlossen erscheint, q^ durch q und qi durch q' 
ersetzen : 



oder 
(102) 



q q' T^\ nl r^\n I 
\q q'l \r^ rj ^ 



Die Grroße auf der rechten Seite ist die reziproke Brennweite 
der Linse, wenn wir die Dicke vernachlässigen würden. Wir wollen 

diese Ghroße, wie früher, mit -^ bezeichnen und sie die „Pseudo- 

brennweite" nennen, indem wir beachten, daß sie mit der wahren 
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Brennweite der hier in Frage kommenden Linse von beliebiger 
Dicke durchaus nicht identisch ist. 
Gleichung (102) liefert nun: 

(103) i-1-^. 

Sind X Linsen von beliebiger Dicke auf einer Achse zentriert 
mit den Pseudobrennweiten: /^ , /2 ; • • • fxf so liefert Glei- 
chung (103) sukzessive 

1- ^ = J_ 
1 1 1 



(104) 



^2 ^2 ^2 fi ' 



1-1 = -1- 

Qk Qx nxfx * 
Berücksichtigt mau: 

Qi = ^2 1 Q2 = Q3 »sw., 
so liefert die Addition der Gleichungen (104) 

(105) ,== — ^ H TT + • • • — T = >^ ~~7" • 

Dies ist die berühmte Petzvalsche Formel. 

Sie drückt in einfachster Weise den Krümmungsradius qx des 
definitiven Bildes durch die Pseudobrennweiten der einzelnen Linsen 
des Sjstemes aus. 

§ 46. Historische Notizen zur Petzvalformel. 

Um einen Überblick über die Geschichte dieser Formel zu geben, 
mögen folgende Notizen dienen. 

Petzval veröffentlichte in seinem ^^Bericht über die Ergebnisse 
einiger dioptrischer Untersuchungen*^ Pesth 1843, folgenden Satz: 

Unter Voraussetzimg eines planen, achsensenkrechten Objektes 
ist der reziproke Wert des Krümmungshalbmessers qi des Bildes am 
Scheitel gleich der Summe der Produkte aus den reziproken Werten 
der Brennweiten \\ik in die reziproken Werte der Brechungsexponenten 
1/njk der einzelnen Bestandlinsen. 
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Unter der Voraussetzimg von X Linsen hat man also hiernach: 

-= V— ^ 

ei ^ ntfk 



k^i 



Dabei wml definiert 



^<"-"{i-i^ 



wenn n und r( vorderer und hinterer Radius der A*«" Linse ist. Dieser 
Satz ist bis auf die Wahl des Voraseiehens von ol identisch mit unserer 
Fonnel (105), Tvenn man ein ebenes Objekt voraussetzt ^ q^ also 
gleich oo setzt. 

Da PetKval keinen Beweis für seinen Satz gab, so konnte es 
fraglich sein, ob das Theorem alJgemein gültig ist, oder ob es sich 
nur auf ein System unendlich dünner, im Kontakt befindlicher Linsen 
bezog* 

Zwanzig Jahre Bpäter als Petzval behandelte Zinken-Sommer 
das Problem der Bildkrummung.*) Ausgehend von der Brechung an 
einer Fläche machte er die einnähme, daß alle Achsen der die Ab- 
bildung vermittelnden Bündel sowohl im Objektraume wie im Bild- 
räume durch je einen bestimmten Punkt der optischen Achse gehen 
soUtcD; im Sinne der Ab besehen Theorie der Strahlenbegrenzung 
würde man sagen, daß die ßüiidelachsen die Mittelpunkte der Ein- 
und Austrittspupille passieren müssen. Unter diesen Voraussetzungen 
zerfallt jedes als unendlich dünn angenommene Bündel in einen aagit- 
talen und in einen meridionalen Teil; es gibt demnach zwei „astig- 
matische Rotationsbildflächen" und dementsprechend zwei Krümmimgs- 
radien am Scheitel* 

Durch Summation über alle vorhandenen brechenden Flächen 
ergibt sich die DifFerenz der reziproken Krümmungsradien im Bild- 
raume und im Objektraume, Besonders elegant werden die Ausdrücke 
durch Einführung der optischen Invarianten.**) 

Sind für irgend eine beliebige brechende Flache a und a' die 
asinlen Schnittweiten des Bild- und Objektpunktes für Paraxial- 



•) R Zinken-Sommer, Pogg, Ann. 122. S. 563, 1864 und ferner; 
Untersuchungen über die Dioptrik der Linsensysteme, Braun schweig 1870, 
B. ÖL 

**) VgL S. Czapski^ Theorie der optischen Instrumente nach Abbe, 
Breslau 1898* 
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strahlen, m und m' die analogen Großen für die Kreu^ungspunkte | 
der HauptaebBen, so sind die entsprecbendeii Invariantyen; 

(106.) «._.(l+i)_„.(l_i,), 

WO r der Radius der in Frage kommenden Flache und n und n' die 
Brechungsexponenten links ond rechts von dieser Fläche sind. 

Nennt man nun ^i, wie vorher, den Krümmungsradius des Ob- 
jektes und qI und gl die Krümmungsradien des sagittalen und meri- 
dionalen Bildes nach der Brechung durch X Flächen, so werden die 
Formeln von Zinken-Sommer für die sagittale Blldflache 

(106) -L J„^A-B 

nie »H si 

und für die meridionale Bildääcbe 

(107) J__J_ = ^_3S, 

ist. Aus (106) und (107) lassen sich die Scheitelkrümraungen der beiden 
astigmatischen Bildfläehen berechnen. Sollen diese Radien für ein 
ebenes Objekt selbst unendlich werden, so muß A^O und B ^0 sein* 
Der Ausdruck für ji ist aber, wie ein Blick auf Gleichimg (101) 
lehrt, nichts weiter als der reziproke Krümmungsradius des Bildes 
gemäß dem Petz va Ischen Sutrsi hiernacli ist also zur Erziel ung der 
Bilde beoung die Petzvalbc dingung für ein beliebiges System zwar not- 
wendig, aber nicht hinreichend* Dies ist im wesentlichen die bis vor 
kurzem über den Petzvalschen Satz herrschende Ansicht gewesen* 
Noch radikaler urteilt Zinken -Sommer, indem die Petzvalbedingung 
nach seiner Ansicht nur dann einen Sinn hätte, wenn sämtliche Kugel- 
flächen des brechenden Systemes einen gemeinsamen Mittelpunkt haben^ 
durch welchen die Bündelachsen sämtlich hindurchgehen. Für diesen 
Fall werden in der Tat io Gleichimg {105 a) die Größen m und m' 
dem Radius r gleich, und zwar wurde dies Verhalten für alle Flächen 
eintreten, so daß also Qm = für alle Brechungen statt hat Dem- 
zufolge wäre dann auch jß == , uud man gelangte auf diese Weise 



*) Czapski 1. 0. 
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zur Petzvalbedingang A = zurück. Eine theoretisch gesicherte 
Stellung konnte auf diese Weise das Petavalsche Theorem nicht 
erlangen; es wurde nur gestützt durch die Autorität Fetzvals Belbst^ 
der es als allgemein gültig bezeichnete. Allerdings wiesen verschiedene 
Forscher auf die praktische Bedeutung des Theorems hin, wie z. B, 
Dr, Hugo Schröder und v. Hoegh^ und es ist auch mehrmals 
Gegenstand von Patentanmeldungen geworden, wie z, B, durch den 
englischen Optiker Taylor und in allemeuester Zeit durch Stein- 
heil iu München. In der Tat erfüllen die meisten moderuen photo- 
graphischen Objektive mit anastigmatischer Bildwolbung die PetEval- 
bedingung sehr nahe^ und in Verbindung mit der Bedingung für die 
Achromasie wird man diut;h sie, wie wir unten noch ausfuhren werden^ 
auf ein Crownglas hingewiesen, dessen Breehungsexponent höher ist 
als der des kompensierenden Flintglases. In der Tat findet dieses 
hochbrechende Crown, das zu Petzvals Zeit noch unbekamit war, 
jetzt in vielen modernen Objekt! vkonstniktionen Verwendung. Aller- 
dings werden wir 8, 77 beweisen, daß der Schluß, daß die Petzval- 
bedingung und die Forderung der Achromasie gleichzeitig nur durch 
Verwendung der neuen Gläser zu erfüllen seien, voreilig ist. 

Die verschiedenartige Beurteilung, welche unser Theorem in der 
Literatur erfahren, hängt offenbar damit zusammen, daß man es seit 
Zinken- Sommer in Zusam nienh ang bringen wol Ite mit de r Ann ahme, 
daß die Achsen der abbildenden Bündel durch vorgeschriebene Aebsen- 
punkte gehen soUen. Dies lag um so naher, als ja in der Tat, wie 
wir oben sahen, der anah^tische Ausdruck des Petz val sehen Satzes 
als Summand in jenen Formeln erschien* Tatsächlich aber ist das 
Petzvalsche Theorem ein ganz selbständiger Satz und kann volle 
Allgemeingültigkeit für ein beliebiges zenti'iertes System beanspruchen. 
Denkt man sich nämlich innerhalb eines Hauptschnittes von einem 
achsennahen Objektpunkte auf die erste Fläche eines zentrierten Systemes 
mit weiter Öffnung unendlich viele Strahlen fallen, so werden diese 
nach der ersten Brechung eine Brennlinie mit einer Spitze bilden, 
d* h. mit einem Punkte, in welchem die Strahlen Vereinigung von 
einem höheren Grade ist wie In den übrigen Punkten der Linie. 
Durch die Brechung dieses Strahlensystemes an der zweiten Flache 
werden sich zwar alle Maßbeziehungen ändern, aber die Eigentümlich- 
keit, eine Spitze zu bilden, wird erhalten bleiben. Auf diese Weise 
entsteht, selbst nach beliebig vielen Brechungen, im Bildraume eine 
kaustische Spitze, welche als auffangbares Bild des in Fnige kommen- 
den Objektpunktes angesehen werden muß. Vorausgesetzt bt hierbei 
natürlich, daß das System den nötigen Spielraum zur Bildung einer 
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kaustisctea Spitze gestattet und nicht durch zu kleine Blenden ein- 
geengt ist. Denken wir uns als Objekt eine Rotationsfläche zur 
optischen Achse, die ^rir uns im Scheitel dui-ch die Krüminungskngel 
ei^etzt denken, so liefern unsere obigen Betrachtungen den Krüm- 
mungsradius des Bildes gemäß Gleichung (105) in der HauptebenCi 
Dieses Bild ist nichts anderes als der InbegrifiF der kaustischen Spitzen 
in der Nähe der optischen Achse. Hierin liegt die allgemeine und 
weittragende Bedeutung des Petz val sehen Satzes. 

Mit der Zinken- Sommer sehen Problemstellung hat dieser Satz 
direkt gar kerne Beziehung; denn hier ist eine punktweise Abbildung 
(mittels kaustischer Spitzen) bei freier Öffnung, dort die zwangsweise 
Passage durch (wenigstens theoretisch) unendlich enge Blendenöffnungen 
vorausgesetzt, wobei die Bilderzeugung mittels Strahlenvereinigungen 
geringer Grade unter astigmatiBchen Deformationen vor sich geht 
Welcher von beiden Gesichtspunkten bei einem speziellen optischen 
Problem zu vertreten ist, ergibt sich aus dem Zwecke, welchem das 
betreffende Instrument dienen soll Bei weitgeöffneten Objektiven 
muß die Pet^valsche, bei photographisehen Weitwinkeln und Okularen 
2. B. die Zinken-Sommersche Anschauung Platz greifen. 

Anmerkung: Wir wollen dieB gegenafitzliche Verhalten noch an dem 
einfachen Beispiele des Hohlapiegels näher ausführen. Die bloße Anschau- 
ung läßt hier erkennen^ daß, wenn keine Blendung vorhanden ist, das Bild 
eines sehr entfernten ebenen Objektes sich auf einer Kugel vom Radius r/2 
(Spiegelradius gleich r) befindet; dies entapricht der Petivalschen Formel 
Bandet sich nun im Abstände m' vom Spiegel auf der Achse die Pupille 
eines Auges, welchea das reelle Bild betrachtet, so ist damit ein gezwungener 
Strahlengang geschalTen, indem die Augenpupille zugleich als Austritts- 
pupille des Systemes wirkt. Hier treten also die Zinken-Sommerschen 
Formeln in Kraft Für die Reflexion hat man beksnntliüh 1*'=^ — n zn 
setzen und findet aus den Formeln (105a)^ (lOG) und (107) 



\2m' ^ rl nr 



Qa^ 



Unter Yoraussetzung eines ebenen Objektes wird demnach d^ Krtlm- 
mungsradins 9» des sagittalen Bildes bestimmt durch: 



Off r "^ ^2 m^ — r) 



und der des meridionalen Bilden durch: 



I 

i 

i 

\ 

4 
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§ 47. Die PetzTalsche (ileiebung und die Aehromasie. 

Betracht€ii wir zunächst ein System zweier dünner, im Kontakt 
befindlieher Linsen von den Brennweiten f^ und f^ > den Brecbnnge- 
Exponenten n^ nnd n^ nnd den mittleren Dispersionen i'^^ nnd v^ , so 
ißt die Bedingimg für die Achromasie 



(108) 



I 



I 



n fx »'s h 



= 0. 



Die Petzvalsche Gleichung wird imter der Bedingung, daß die 
Krünamungsnidien von Objekt und BUd unendlich groß sind; 



(109) 



-V + -i-=o. 



Aus den beiden letzten Beziehungen folgt: 



(110) 



fi ^'3 ♦% 



Es müssen sieh also, wenn man die Dicken und 
Entfernungen der Linsen vernachlässigt, die Brechungs- 
exponenten der zur Herbeiführung der Achroraasie 
benutzten Gläser wie deren mittlere Dispersionen 
verhalte n. 

Die sogenannten alten Gläser, welche bis vor etwa 20 Jahren 
den Optikern lediglich zur Verfügung standenj konnten die Bedingung 
nicht erfüllen; denn die Crowngläser (mit großem v) hatten kleine 
und die Flintglaser (mit kleinem v) große Bi^chungsexponenten. 

In der neueren Zeit ist es jedoch der Glasschmelzerei von 
Schott u. Gen. gelungen, Glaser herzu stellen, die der Glcichong (110) 
weni^tens annähernd genügen. Insbesondere zeigen einige neue 
Barium-Crowngläser die Eigenschaft ^ bei relativ großem v auch 
hohe Brechungsexponenten zw besitzen* (Siehe die Schmelzen 0.202 
und 0,1209 auf S. 59.) 

Dem entspricht auch die Tatsache, daß die meisten modernen 
Objektive mit geebnetem Bildfelde Barium -Crownglas mit hohem 
Brechungsesponenten enthalten. Derartige Kombinationen nennt man 
„Nenachromate" im Gegensatz zu den fiaiher üblichen Achromatcn 
(A Itac h r o m at e). 

W^'ir wollen jetzt eine Kombination von zwei dünnen Linsen be- 
trachten, die sich in einem endlichen Abstände e voneinander befinden, 
und stellen folgende drei Forderungen auf- 
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Erstens soll das System eine vorgeschriebene Brennweite F haben 
dann muß sein [gemäß Gleichung (52) auf S. 42] 

Zweitens soll das System für ein unendlich fernes Objekt achro- 
matisch sein^ wofür die Bedingung ist [gemäß Gleichung (72) auf 
8. 58] 

(112) 1 + 1 (?j=_Ay=o. 

Drittens wollen wir annehmen^ daß die Kombination unter Voraus- 
setzung eines ebenen Objektes ein Bild erzeugt, dessen Krümmungs- 
radius q' ist^ dann liefert Gleichung (105) auf S. 70^ wenn man sie 
auf zwei Linsen anwendet, 

(113) - --, = -^ + Ar . 

Würden wir die Forderung stellen, daß auch ^' = oo, das Bild 
also eben sein soll, so lieferte Gleichung (113) 

(114) = -V+ ^ 



Wi/i w«/i * 

Die drei Gleichungen (111), (112), (114) würden dann, wenn 
man n^ , n , , v^ , Vj festgelegt hätte, die drei Größen e, /^ , /, bestimmen, 
so daß es also — theoretisch wenigstens — möglich ist, unter Ver- 
wendung zweier beliebiger Glassorten, stets eine Kombination 
zweier Linsen anzugeben, die sowohl der Bedingung für die 
Achromasie als auch der Petzvalschen Bedingung genügt. 



§ 48. Fall, daß die Brechungsexponenten der beiden Linsen 
einander gleieli sind. 

Als speziellen Fall wählen wir zwei Glassorten, deren Kombi- 
nation gewissermaßen auf der Grenze zwischen einem Altachromaten 
und einem Neuachromaten steht, bei denen nämlich die Brechungs- 
ezponenten einander gleich sind. Setzen wir t^^n^, so liefert 
Gleichung (114) 

und Gleichung (111) gibt: 

(115) ^=Y' 
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und aus Gleichung (112) folgt: 

/i = -r, = — V- 

Unter Berücksichtigung von Gleichung (115) folgt hieraus: 

(116) fi = -h-F{l±^ 
und 

(117) e = y, 

V 9 
wodurch das System bestimmt ist Setzen wir z. B.: — = -— , so 

Vi 16 

daß also das Glas {n^,v^) die Rolle des Flintes spielt, so liefert 

Gleichung (116)^ wenn man das negative Vorzeichen der Wurzel 

gelten läßt: 

F F 

(118) fi=^r f ^^^ es wird: e = ^-^ . 

4 Ib 

Das positive Vorzeichen in der Gleichung (116) fährt zu einer 
Kombination^ die ein virtuelles Bild erzeugt und daher als photo- 
graphisches Objektiv nicht verwendbar ist 

Die letzten Gleichungen zeigen die wichtige Rolle^ welche die 
Entfernung e der beiden Linsen spielt 



§ 49. Fall yersehiedener Brechnngsexponenten. 

Während die Gleichung (110), welche unter Voraussetzung ver- 
schwindender Entfernung e hergeleitet ist^ für % = t^ die Beziehung 
v^ -a v^ und damit die Unmöglichkeit einer Achromasie ergeben würde, 
führen die Gleichungen (111), (112), (114) für die Annahme n^ = »ij 
auf sehr brauchbare Typen von photographischen Objektiven. Ins- 
besondere lehren diese Gleichungen, daß die Bildebenung im Sinne 
der Petzvalschen Formeln auch mittels der alten Gläser prin- 
zipiell nicht ausgeschlossen erscheint Die allgemeine Lfösung 
der Gleichungen (111), (112), (114) ergibt übrigens 



(118a) 



^ F{n,+n,Ä) F{n, + n,Ä) 

e = /;(l + ^). 



wo -4 = |/-^-^ ist und sowohl mit positivem als mit negativem Vor- 
zeichen in Bechnung gezogen werden kann. 
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§ 50. Berechnung einer Aplatiutenhaifte nach Hartfng. 

Wie schon etwähnt^ würde .selbst die Aufhebung sämtlicher fünf' 
Seidel sehen Fehler noch nicht die Garantie geben, daß das betreffende 
System als photographisches Objektiv gute Dienste leisten würde^ weil 
die Voraussetzung relativ schwach zur Achse geneigter Strahlen für 
ein photographisches Objektiv im allgemeinen nicht zulässig ißt 
Immerhin kann man aber beim ersten Entwurf eines Objektives unter^j 
Umständen von einem auf Grund dieser Ännäheruogsformeln ei^^H 
rechneten Systeme ausgehem Ans diesen praktischen Rilcksichten^^ 
geben wir hier die Resultate einer Rechnung von H, Harting 
{Sitzungsberichte der KaiserL Akademie der Wissenschaften in Wien. 
Bd. CVm, Abt. na, 1899), 

Setzt man nämlich ein verkittetes System von zwei dünnen 
Linsen voraus, so hat man drei Radien r^ i r« , r^ zur Verfügung und 
kann drei Bedingungen erfüllen. Als solche wählt Harting: 

1. Innehaltung einer gegebenen Brennweite, 

2. Aufhebung der sphärischen Aberration auf der Achse 
einen fernen Objektpunkt, 

3. Herstellung der Achromasie für die fokalen Schnittweiten- 
Sind n^ und n^ die Brechungsexponenten der beiden Linsen für 

eine mittlere Linie des Spektrums und dn^ und dn^ die Dispersionen, 
deren Wirkung unschädlich gemacht werden soll^ so berechne man 

dn^ 



öt =^ 



(». 



l)än. 






i)dn. 



(», — l)(i»5 — (jij — l)dn^ ' 



A = l + 2{ß+l) 






-2a 



\^ («1 + «, - «1 Jij) , 



Die reziproken Radien ^^^ g^, q^ sind dann; 
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und die reziproken Brennweiten q)^ und 9^2 ^^^ beiden Linsen sind 
^^ = (ni — 1) a , 9?2 = 1 - (n^ ~ l)a . 

Unter Anwendung der Formeln (105 a) bis (107) berechnet dann 
Harting noch denjenigen Blendenabstand m, für den die Krümmungs- 
radien des sagittalen und meridionalen Bildes im Scheitel einander 
gleich werden. Es wird also hierbei entsprechend unseren obigen 
Ausführungen der zwangsweise Verlauf der Bündel durch eine — 
theoretisch wenigstens — unendlich dünne Blende vorausgesetzt. 

Es ergibt sich: 

n >! ^ ""1 

Vi^'Qiy ^i = ^2 ^1 > 

^ . 9^1,^ — 1 Wj— 1 

Hieraus berechnet sich dann der Blendenabstand : 



4S, 

Eine Bildebenung ist also hiermit nicht garantiert, da es 
dahingestellt bleibt, wie groß der Radius der bildseitigen Erümmungs- 
kugel ist. 

Zahlenbeispiel: 

«1 = 1,56448 , dni = 0,01018 Baryt-Leichtflint, 
n^ - 1,60551 , dw, = 0,01585 Leichtffint. 

Es ergibt sich: 

öt = 5,696, /? = 2,037 
^-=2,351, ^ = -6,837, (7=2,864 
^j = 0,5075 , 
Q, = -5,188 , 
Qs = —1,530, 
(pi =- 3,215 , <p^ = —2,215 , 
5i = -1,655, 
m = -0,4042. 
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Die Gesamtbrennweite der Kombination und demnach auch die 
Größe 9?i + 9?2 ist hier gleich der Einheit vorausgesetzt. Auf die 
Brennweite 200 bezogen, würde sich für die Radien selbst ergeben: 

ri = 197,0 , 
r,« -19,27, 
Tg = —65,36, 
m = -40,42 . 

Durch geeignete Wahl der Glassorten würde man ohne Zweifel 
günstigere Radien (mit geringeren Krümmungen) errechnen und könnte 
das betreffende System (nach Harting) mit Erfolg als hintere Aplanaten- 
hälfte verwenden. 



§ 51. Das Ganßobjektiy. 

Unter Graußobjcktiv versteht man ursprünglich ein Femrohrobjektiv, 
das für achsennahe Strahlen (Seidelsches Gebiet) folgende Bedingun- 
gen erfüllt: 

1. Es besitzt eine gegebene Brennweite. 

2. Es ist achromatisch für zwei Linien des Spektrums. 

3. Es ist für beide gemäß 2. in Frage kommenden Farben frei 
von sphärischer Aberration. 

Die unter 3. aufgestellte Forderung wird insbesondere als „Grau£- 
bedingung" bezeichnet. 

Betreffs der Radien und Glassorten muß ich auf mein Lehrbuch 
der geometrischen Optik, Leipzig 1902, verweisen. 

Die typische Form des Gaußobjektives wird durch Figur 25 dar- 
gestellt; der positive Meniskus besteht aus Crownglas, der n^ative 
aus Flintglas. Alle vier Radien sind also positiv, 
doch kann bei Verwendung gewisser Glasarten der 
hintere Radius (r^) des positiven Meniskus auch 
unendlich groß oder gar negativ werden. 

Wir erwähnen das Gauß objektiv nur, weU 

es in neuester Zeit oft als Typus für photo- 

graphische Objektive gewählt worden ist, ins- 

Fig. 2& besondere in seiner Verdoppelung als symmetrisches 

Objektiv. 




Kapitel 6. 

Die Wellenfläche nnd die Hamiltonsche 
Funktion. Der endliche Strahlengang. 



§ 52. Torbemerknng:. 

Wir nennen in der geometrischen Optik eine Größe „endlich", 
wenn vnr keine beschrankenden Voraussetzungen über sie gemacht 
haben, wie dies für die Strahlenneigungen im Gaußschen und Seidei- 
schen Gebiete geschah. In den nachfolgenden Betrachtangen werden 
also zmiächst die Strahlenneigungen als beliebig groß angenommen. Die 
Schwierigkeiten, den Vorgang der Bilderzeugung mathematisch allge- 
mein und doch durchgreifend darzustellen, wachsen hier allerdings 
außerordentlich, so daß wir bald gezwungen werden, unsere zunächst 
allgemeinen Betrachtungen auf bestimmte einfache und besonders 
wichtige Fälle einzuschränken. Zunächst schicken wir einen geome- 
trischen Hüfssatz voraus. 



§ 53. Ein Hilfssatz. 

Wir denken uns im Baume ein beliebiges geschlossenes Polygon 
mit den Seiten r, r^, r^ . . . , die Winkel, welche diese Strecken r, 
r^ . . . mit der 2;^-Ebene bilden, seien i9, t^^ • . . . Projizieren wir 
dieses Polygon auf die xy-lEhene, so erhalten wir in der 2;^-Ebene 
wiederum ein in sich geschlossenes Polygon mit den Seiten rcos&, 
Ti coB&i , Tj cos 1^2 .... Es sei (Fig. 26) die xy-Khene die Zeichnungs- 
ebene und PABCP' das geschlossene Polygon in derselben, wobei 
wir der Anschaulichkeit wegen unsere Betrachtungen an ein Fünfeck 
anknüpfen. 

Bilden nun diese Strecken rcosi?, r^cosi?!, rjcosd, . . . mit 
der a;- Achse die Winkel xp^ tp^, tp^ ..., und projizieren wir die 

Gleichen, ^otographisehe Optik. 6 
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einzelnen Seiten des Polygons auf die o^-Achse^ so sind die Projek- 
tionen der einzelnen Seiten 

r cosd cosy; = a , r^ cosd^ cos v^^ = <hf ^2 cosiJj cos v^^ = o, . . . , 

und weiter ist, wie sich unmittelbar aus der Figur 26 ergibt: 

rcosiiJcosv^ = Ti cos^i cos^i + ^«cosiijjcosv^j + • • • • 

Sind nun weiter a , a^ , «j . . . die Winkel, welche die ursprung- 




liehen Strecken r, r^, n 
bekanntlich: 



Fig. 2a. 



direkt mit der o;- Achse bilden, so ist 



cosi? oosy; = cos^ , cosd^ 008^»^ = cosa^ . . . , 

und wir haben also die Beziehung: 

r cosa = Ti cos«! + r^ cosa, + r^ cosag + • . • . 

Diese Beziehung gilt ffir die o;- Achse, zwei ganz analoge Beziehungen 
ergeben sich für die y^ und ;er- Achse. Wir können also unseren 
Hilfssatz so aussprechen: 

Wenn ich zwei ganz beliebige Punkte P und P' im Räume durch 
eine Gerade r verbinde und außerdem zwischen ihnen einen ge* 
brochenen, aus den Strecken r^, Tj, r^ ... bestehenden linienzug 
ziehe, so bestehen, wenn die Strecken r , r^ , Tj , Tg . . . mit den drei 
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' ßf ßi$ ßs ^ * ' f 



KoordiDatenaohsen bzw, die Winkel a, ä^, a^ 
Tf Vis 72 ' - ' bilden, stets die Beziehungen 

rcosa = r, cosä^ + n cosatg + » < . , 

r cos/? ^ r^ coe^i + r^ cos ^^ + * ' ■ i 

r cos ^^ =^ r^ ooö y^ + r^ cos y^ + , . . , 

Wir kehren jetzt zarück zu unseren optischen Betraclitöngen, 
kümmern uns jetzt aber nicht mehr um das paraxiale Gebiet, äoudern 
suchen Gesetze zu finden, welche für gams beliebige Strahlen und 
ganz beliebige brechende Systeme gelten. Die letzteren brauchen nicht 
mehr aus zentrierten Flächen zu bestehen, ja es brauchen nicht einmal 
Kugelflächen zu sein* Die folgenden Beti^chtungen gelten also ganz 
allgemein. 



§ 54 Analytiselie Beziehungen zwiseheii den Riehtungskosinasseii 
des eintretenden und austretenden Strahles. 

Es sei uns gegeben eine beliebige brechende Fläche zwischen 
zwei Medien mit den Brechungsexponenten n und n\ In einem be- 
liebigen Punkte S sei die Konnale zu dieser Fläche gezogen. Es 
falle in SCFig. 27) ein Strahl 

auf unter einem Einfalls- ^>?. ^ / ^ 

Winkel i und habe nach der 
Brechung den Brechungs- 
winkel i* , Nach dem Bre- 
cbungsgesetze liegen dann 
d^ einfallende und der ge- 
brochene Strahl in einer 
Ebene, und es ist 



Zmm^ 



r 



Fig* 27. 



(119) 



n smt = n sm*' 



Wir wollen jetsst die analytischen Beziehungen Buchen ^ welche 
zwischen den Richtungskosinussen des eintretenden und gebrochenen 
Strahlea bestehen. Zu diesem Zwecke führen wir ein räumliches Ko- 
ordinatensystem ein. Die drei Winkel, welche die Normale mit den 
drei Koordinatenachsen bildet^ seien X , fi^ v , der einfallende Strahl 
bilde mit den Koordinatenachsen die Winkel öt , /? , y und der ge- 
brochene die Winkel a' , ß\ y\ Wir tragen vom Punkte S aus auf 
dem einfallenden Strahle das Stück n = SQ und auf dem gebrochenen 
Strahle das Stück n' ^ SQ' ab und fällen von den Punkten Q und Q' 

6« 
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die Lote QP und Q'P^ auf die Normale, dann eotstehea zwei kleine] 
rechtwinklige Dreiecke, 

Im ASQP ist die Hypotenuse ^ n, 

die beiden Katheten sind ^ »sin» und nooai\ 

Im ASQ'P' ist die Hypotenuse - i*% 

die beiden Katheten sind = n' sin i' und n'cosi'. 

Wir müssen jetzt noch die beiden Lote PQ und P^Q' auf unser 
Koordinatensystem beziehen. Da die beiden Lote nach unserer Kon- 
8truktion normal auf der Nonnalen der Fläche stehen und außerdem 
in derselben Ebene liegen, so sind sie parallel, bilden also mit den 
Koordinatenachsen dieselben Winkel; diese Winkel seien a, fe, c. 
Projizieren wir die drei Seiten der beiden Dreiecke jetzt auf die < 
üT' Achse, so ißt nach unserem Hilfssatze (§ 53) 

f n cos a = « cos i cos A + 14 sin I cosa , 

(120) l 
[ w'cosöt'^^ «^cosi'cos^ + w'sini'cosa. 

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich unter 
Berücksichtigung der Gleichung (119) 

(121) »cosa — «'cobä'=* (»cost — «'cosiQcosvl . 

Projizieren wir die Dreiecke entsprechend auf die f/- und auf die 
JE -Achse, so ergeben sich zwei entsprechende Gleichungen. Wir er- 
halten also das Gleichungssyatem 

n cosöt — fi'cosa' = (« cosi — fi'cosi') cosA , 

(122) ncos^ — m'oo3/?'= (ncoei — tt'cos^Ocos/i, 
n cos y — ft' cos y' = (n cosi — n* cost^) cos v . 

Diese drei Gleichungen sind die Gr und gleich ungen der ana- 
lytischen Dioptrik. Aus ihnen kann man, wenn die Brechungs* 
ej^onenten und der einfallende Strahl mit seinen Richtungskosinussen 
gegeben sind, die Richtungskosinusse für den gebrochenen Strahl 
herleiten. 

Bemerkung: Es kommen in diesen drei Gleichungen (122) 3& war noch 
der Einfallswinkel i und der Brechungswinkel t' vor. Diese kann man aus 
den drei Gleichungen unter Hinzuziehung des ßrechungsgesetzes eliminieren. 
Man erhält dann 2wei Gleichungen zwischen den unbekannten cos«', cos^% 
coe^% welche t und t' nicht mehr enthalten* Zu diesen beiden Gleichungen 
kommt dann noch die Gleichung 

cos'ä' -j- ooi'^ -|- cos*/ = 1 
hinzu, und man h&t so drei Gleichungen mit den drei TJnbek&nnten atf,ß^^f*. 



§ 55. Einführung der Gleichung der brechenden Fläche. 85 

§ 55. EinfBhrung der Gleichung der brechenden Fläche. 

Wir führen nun noch die brechende Fläche ein. Jede Flache 
im Räume ist dargestellt durch eine Gleichung zwischen den drei 
Koordinaten. Wegen der leichteren Übersicht wollen wir die der 
Gleichung der Fläche genugenden Koordinaten mit S, rjy C bezeichnen, 
indem wir uns die Koordinaten x, y, js tut Punkte auf den Strahlen 
vorbehalten. Die Gleichung der Fläche sei 

(123) V^ (1,17,0 = 

oder, wenn wir sie differenzieren, 

(m) £|.f + is„ + i|.c_o. 

Diese Gleichung dividieren wir durch 



dann erhalten wir 



dip dtp 



im'-m^m' ]/"©■+ (if )■+(!!)' 



6 



V 



Die drei KoeflSzienten von df, drj und df sind aber weiter 
nichts als die Richtungskosinusse der Normalen der Fläche, die wir ja 
mit Xf ßi, V bezeichnet hatten. Die Gleichung der Fläche geht also 
über in 

(125) cosA df + coQjLi dl] + cosvdC = , 

Wir multiplizieren jetzt die Gleichungen (122) der Reihe nach 
mit d^, drif dC und addieren sie, dann ist 

(ficosa — n'cosaOdf + (wcos/? — n'co9ß')di] + (ncosy — »'cosyO^C 

(126) = (n cos* — n'cosi') (cosA d^ + cos jLt dri + cosv dC) . 
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich schließlich 

i (»cosa — n'cosaOdf + (neos/? — n'cos^')diy 
\ + (wcosy — n'cosyO^C^ . 
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Fig. 2a 



§ 56. BereehnUD^ des Differentials der optischen Länge. 

Wir denken uns ein System von brechenden Flachen, durch 
welches ein Strahl hindurchgeht* Wir greifen irgend eine beliebige 
Fläche aus der Zahl der brechenden Flüchen heraus, der Einfachheit 

halber wollen "wir uns vor- 
A / n' läufig von den Indizes frei- 

halten. Die Erechuugsejcpo- 

F_,„J^ — T ^^ /*' nenten der beiden durch die 

brechende Fläche getrennten 
Medien seien n und n\ Wir 
neiimen (Fig. 28) auf dem 
einfallenden Strahle irgendwo 
einen Punkt P(-r^ tj ^ z) und auf dem gebrochenen Strahle einen 
Punkt ¥*{x*^ y\ b') an. Der Punkt S, in dem der Strahl die brechende 
Fläche triflft, habe die Koordinaten (f, i; , 0, und es sei 

Die Größe nl + n'V nennen wir die ,,op tische Länge''. 
Es ist dann zunächst (Fig. 28) 

\ vt= {x/ ^ iT' + (f ^ nY + (^' - 0^ , 

-weiter sind die ßlchtungskosinuBse von l; 



(129) 
iiad von V 
(130) 



008« = 



l 



C09i8 = 5^, 



COS« = 






cos/3' = 



l 






cofly = 



cosy 



V 



Wir betrachten jetzt einen Strahl, der dem Strahle PSP' unend- 
lich benachbart ist. Er wird durch die Punkte {x -\- dz, y -\- dy, 
e + äg),{^ + dS, ti + dtj, ^+ dO und {x'+ dz', y'+ dy% s'+ dt') 
gehen. Um den Unterschied in der optischen Länge dieser beiden 
Strahlen zu finden, müssen wir die Gleichungen (1*28) difTei'enzieren. 
Wir differenzieren zunächst die erste der beiden Gleichungen (128) 
und erhalten: 



Idl = (f - a:) (di — dx) + (ij 
oder 



y) (dri - dij) + {C-e) (dC - dx) 



(131) dl^^-j^(dS 



-dx) + 'f^{d,] 



dy) + 



C-. 



(rff - de) , 
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ebenso ei^bt sich durch Differentiation der zweiten der Gleichungen (128) 

(132) dv=i:^{dx'~ d() + "LzyLißy'-ari) + ^^^'{(^*'- do , 

und aus diesen beiden letzten Gleichungen in Verbindung mit den 
Gleichungen (129) und (130) erhalten wir 

(133) dl ^ C08(% {df — dm) + eo8/5 {dri — dy) + cosy (df — dif) , 

(134) dV - €OSÄ'(d^'- d|) + mBß'(df- dtj) + coB?''(d^'- df) . 

Wenn wir jetzt Gleichung (133) mit n und Gleichung (134) 
mit n' multiplizieren und die beiden Gleichungen dann addieren, so 
erhalten wir das Differential der optischen Länge 

hn dl + n' dl' = (» cosa — ft' cosötO df + (n cos/? — »' cos^') di? 
+ {n cosy — II' cos/T df — » coBöt dar — n eos^ d^ 
— weosj^djff + w'cosöt'da?' + n'cos^'dy'H- n'cosj''dÄ' 
oder unter Berücksichtigung der Gleichung (127): 

d{nl + n'V) = ii'cosÄ'dx' + n'cosjS'di^' + n'cosy'd^' 



(135) , , , , 

" (it cos l\ dx + w cosßdt/ -j- « cos/ d^) - 

Wir sehen also, daß das Differential der optischen Lange abhängt 
von den Brechungse^sponenten n und n\ von den Differentialen der 
Koordinaten (x , y , f) und (x' , //' , j?') und von den Neigungen a^ ß^y und 
'ä'i ^'j }''* dagegen hängt es nicht ab von den Differentialen dieser 
Neigungen, Im übrigen sind die beiden Teile des Ausdruckes für 
das Differential der optischen Länge ganz gleich gebaut^ sie unterscheiden 
sich nur dadurch, daß die Großen des ersten Gliedes alle mit einem 
Striche versehen sind. Wir wollen die beiden Glieder mit p' und p 
bezeichnen, dann erhalten wir 

(136) d{nl-\~n'V)^p'-p, 
wo also 

f » = n coBöc dx + n cosß dw + »cosy dß , 

(137) ^ ^ ^ ^ ^ ' 



i p = n c 



cos Ä ' dx' + »' cos j8' dy' + ti^ cos y' ds' 

ist. Die Gleichung (136) gestattet die Ausdehnung unserer Betrach- 
tungen auf ein System von beliebig vielen brechenden Flächen* 

Wii' nehmen jetzt (Fig* 29) ein optisches System aus h brechenden 
Flächen an. Die Brechungses:ponenten der verschiedenen Medien seien 
fi^ , Hj ^ * . . u^ j n«HH < Lgendwo im Kaume befinde sich ein Punkt P^ ; von 
dem Strahlen ausgehen. Wir verfolgen einen bestimmten von P^ aus- 

liT 
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Brechungsgesetze gebrochen wird und die einzelnen Flachen inj den 
Punkten S^, 5^,... & schneidet (Fig. 29). Das vom Punkte P^ bis 
zur ersten brechenden Fläche verlaufende Stück P^ Si des Strahles be- 
zeichnen wir mit r^, das von der ersten bis zur zweiten brechenden 





Fig.». 

Flache verlaufende Stück SiS^ mit r, usw. bis zu dem im letzten, 
d.h. im (x + iy^^ Medium verlaufenden Stück ShPh+I} wo P„+i 
der Bildpunkt von P ist Dieses bezeichnen wir mit r^+i. Dann ist 
die ganze optische Lange: 

F = ni r^ + ^2 ^2 + • • • + ^x ^K + Wk+1 r^+i . 

Es sei Pj (Fig. 29) ein beliebiger Punkt auf der Strecke r, = fii i^, 
imd es sei 

S,P,^li und P,S,^k^ 

Weiter sei P^ ein beliebiger Punkt auf der Strecke S^S^ und 

S^Ps = li UDd SsPs = ln 

und so fort bis zu der letzten Flache. Es sei schließlich P^ ein 
beliebiger Punkt auf der Strecke rx = Ä«-iÄ« und 

Sn-iPn = lL-i und S.P,=^K. 

Auf dieses System wenden wir die Formel (136) wiederholt an. 
Für die einzelnen Flachen erhalten wir somit: 

1^ Fläche d(ni r^ + n^ U) ==p^ -p, , 

2^ Fläche din,l^ + n^ U) =p^ -j), , 

3*« Fläche rf(«8 k+n^ U) --p^-Ps, 

4^ Fläche d{nj^ + n,li)=p,^p^, 



{x - 1)*« Fläche d(n^.il^.i + w^K_i) ^p^ -jPx-i , 

x^ Fläche d(n^ l^ + n^+i r^+i) = p^^i — p^ . 
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Dieses System von Gleichungen wollen wir addieren. Wir 
erhalten : 

d[n,r,+n,(li + k) + fh(U + ls) + n^{U + h) + ... 
+ »x(K-i + L) + w^+ir^+i] =l?x+i —Pi . 
Berücksichtigen wir nun^ daß 

so geht die letzte Gleichung über in 

^Kn +^2^2 + W8 ^8 + ^4^4 + ... + Wx^x + n^+ir^+i) 

oder 

(138) d2'wr=i>^+i— l?i , 
wo 

Ph+i = »K+iCOSÄK+ida^K+i + n^+icosß^+idy^+i + w^+i cos^k+i^^x+i i 
p^ = tij cosÄi da?! + ni cos/?i dy^ + ^ cosy^ dz^ . 

Wir sehen also, daß das Differential der optischen Länge ein 
Ausdruck ist, der nur abhängt von dem Ofojektraume und dem Bild- 
raume, nicht aber von der Anzahl und der Beschaffenheit der da- 
zwischenli^enden Medien. 

§ 57. Fall, daß clF=0 ist. 

Denken wir uns nun, der unendlich benachbarte Strahl gehe 
nicht durch den Punkt {x^ + dx^ , y^ + dy^ , 0^ + äz^y sondern durch 
den Punkt (x<^ , y^ , Zy) selbst, d. h. nehmen wir im Objektraume einen 
leuchtenden Punkt an, von dem zwei unendlich benachbarte Strahlen 
ausgehen, so verschwinden die Größen dx^ , dy^ , dz^ , und wir haben 
dann 

dx^ = , 

(139) - dy,=^Oy 

. d^i = . 
Denken wir uns weiter, daß der uneudlich benachbarte Strahl 
nach der Brechung durch das System im Bildraume auch durch den 
Punkt P^+i(a;K+i, yx+i> ^x+i) geht, so verschwinden auch die Größen 
dx^^iy dyn+i, dz^+i. Es ist also dann auch noch: 

dx^+i = , 

(140) dyx+i = , 

. dz^+i »=0, 
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AisdanB liefert Gleichung (138) 

(141) d^nr = dV—0. 

GleichuDg (141) sagt aus, daß V ein Grenzwert ist, den wir 
Ider im allgemeinen ak ein Minimum auffassen köooen. Von allen 
Strahlen j die von P^ ausgehend nach P«^.i gelangen, hat also der^ 
jenige die kleinste optische Länge, der nach dem Brechungs- 
geset^e gebrochen wird. 



§ 58. Weitere Bemerknngen tll>er die optische Länge. 

Wir haben, um zur Erkenntnis der Minimumeigensehaft des 
lichtes zu gelangen, einen Strahl, der nach dem BrechungsgesetÄe ge- 
brochen wird, verglichen mit einem nach einem beliebigen Gesetze 
gebrochenen Strahle, der jedoch als dem ersteren unendlich nahe ver- 
laufend gedacht wurde. Fassen wir diesen Nachbarstrahl als eineii 
solchen auf, der ebenfalls von P^ ausgehend dem Brechungs- 
ge setze folgt, so werden wir die ibmahme^ daß er nach der Brechung 
durch I\^i gehe, allgemein nicht machen dürfen. Denn wie wir 
gesehen haben^ gehen zwei von einem leuchtenden Punkte austgehende 
Strahlen nach der Brechung notwendig durch einen Punkt nur so 
lange^ als wir uns im pamxialen Gebiete befinden. Sobald wir dieses 
verlassen, werden sich zwei von einem Punkte ausgehende Strahlen 
nach der Brechung im allgemeinen gar nicht schneiden, sondern sich 
kreuzen, d h. nichts anderes, als die Großen dx^+i^ ^^«+ij äji^x+i 
werden im allgemeinen gar nicht verschwinden. Aber auch fiir das 
außerparariale Gebiet verschaffen uns unsere Gleichungen große Klar- 
heit über den Gang der Strahlen im Kaume. 

Wir nehmen einen leuchtenden Punkt im Objektraume an^ von 
dem rwei unendlich benachbarte Strahlen ausgehen. Wir setzen also 

dty = I 

d^i = . 

Um uns von den Indizes freizuhalten, nehmen wir weiter an, 
die Strahlen gehen nach der Brechung, welche sie durch ein System 
von beliebig vielen Flachen erleiden, im Bildraume durch die unendlich 
benachbarten Punkte {x, y, js) und (x+dx, ^ + d^, ^ + djj). Wir 
setzen also 

dx^ ^= dx , 

d$jt = dß . 
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Endlich nekneti wir noch an, der BrechuDgsexponent des BLld- 
raumes sei «, wir setsseu also 

unter dje^eo Annahmen erhalten wir die einfache Beziehung 
(142) dlnr = dV^n (cos a dx + cmßäy -\- cos y ds) , 

wo cosÄj cos^j cosy die ßichtungskosinusse des durch den Punkt 
[Xf if, b) gehenden Strahles sini 



I 
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Wir können die Funktion V= Znr immer auffassen als eine 
Funktion der drei Koordinaten des leuchtenden Punktes im Objekt- 
raume, die wir mit a^ b, c bezeichnen wollen, von dem das Lieht 
ausgeht , und der drei Koordinaten x^ y^ s eines Punktes im Bild- 
raume nach beliebig vielen Brechungen, und zwar eines Punktes, in 
welchem wir den Wert der Funktion F betrachten wollen. Denn 
denken wir uns etwaj ea wären die beiden Punkte (a, t, €) im ersten 
und {x, f/, g) im letzten Medium gegeben, so gibt es im allgeraeineu 
nur einen von dem ersten Punkte ausgehenden Strahl, der nach der 
Brechung durch das System durch den zweiten Punkt hindurchgeht 
Infolgedessen müssen sich alle Bestimmungsstueke des zwischen diesen 
beiden Punkten verlaufenden gebrochenen Strahles analj^isch durch 
die Konstanten des Systemes und durch die sechs Koordinaten der 
beiden Punkte ausdrücken lassen. Zu diesen Bestimmungsstücken 
gehören aber auch die Großen r^ , n , . . , r« . Setzt man also die 
hierfür gewonnenen Ausdrücke in den Ausdruck l,nr ein, so stellt 
Bichj wie oben behauptet, die Funktion V als nur abhängig von den 
Koordinaten a, bf c^ x^ y, dar. 

Die Form dieser Funktion ist schon fiir die einfachsten Fälle 
der Dioptrik sehr kompliziert, und man wird kaum erwarten können, 
daß sie für ein aus mehreren dicken Linsen bestehendes photographisches 
Objektiv je wird angegeben werden* 

Läßt man a^h,c konstant, faßt also nur einen einzigen leuchtenden 
Punkt ins Auge, so ist also V eine Funktion von x^ y ^ z und wird 
jjHamiltonsche Funktion^' genannt, weil Hamilton dieselbe zu- 
erst für die theoretische Optik verweiiete. 

Wir wollen Her noch einige Eigenschaften dieser Funktion her- 
leiten: Geht man von einem Punkte {x^y^^) zu einem benachbarten 
{x-\- dXj y + difj £ + äi) über, so nimmt V um die Größe 

Bx ' dy "^ cz 
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za. Wir hatten aber oben (Gleichung 142) als allgemeinen Aosdmck 
für dV gefunden: 

(144) dF= iieosarfx-f ncosßdy — ncosyds , 

wo a , /?, y die Winkel waren, die ein durch den Punkt (x , y , 5) gehen- 
der Strahl mit den Koordinatenachsen bildet. Da nun dx, dy, dg 
ganz beliebige Zunahmen waren , so können die beiden letzten Glei- 
chungen nur dann nebeneinander bestehen, wenn man einzeln hat: 

cV cT cV 

(145) -7^ = ncosa , , = neos/? , -^r- = ticosy . 
ex cy cg 

Quadriert und addiert man diese Gleichungen, so ¥rird: 
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich sofort: 



(147) cosÄ = 



ex 



m^m^o' 



und analoge Ausdrücke erhält man für cos/?, cos^ . 

Diese letzteren Ausdrücke für cosa, cos/?, cos^ sind, wie die 
analytische Geometrie lehrt, nichts anderes als die Richtungskosinuss« 
der Normale der Fläche 

F= const , 

und wir haben den Satz: 

Die Strahlen im Bildraume sind immer Normalen der 
Fläche F= const (Satz von Malus). 



§ 60. Die Wellenfläche. 

Wir wollen unser letztes Resultat jetzt vom Standpunkte der 
Wellentheorie aus betrachten. Die Fläche 

(148) F=2'nr = const 

ist nämlich weiter nichts als die vom ursprünglichen Punkte 
aus fortschreitende und durch die Brechung deformierte 
Wellen fläche, wie wir sofort zeigen werden. Die Wellentheorie 
lehrt, daß sich die Brechungsexponenten umgekehrt verhalten wie die 
Lichtgeschwindigkeiten. Ist also die Lichtgeschwindigkeit im luft- 
leeren Räume Vq und der zugehörige Brechungsexponent n^y und ist 
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die Lichtgeschwindigkeit in irgend einem anderen Medium v und der 
zugehörige Brechungsexponent n, so besteht nach der Wellentheorie 
die Beziehung 

V Wo ' 

Da man n^ , den Brechungsexponenten des Vakuums^ gleich Eins 
setzte so hat man also allgemein: 

und die Gleichung (148) geht über in 

(149) F- ünr = ^^ = const , 
oder^ da Vq = 300 000 km/sec eine Konstante ist, 

(150) F= Vq y^— = const 
oder 

(161) r-„(^ + ^ + ^ + ...). 

Nach den Grunddefinitionen der Mechanik ist 

Geschwindigkeit = „ ^ oder Zeit = 7= , . ,. , .^ . 

^ Zeit Geschwmdigkeit 

Die Großen — . . . sind aber weiter nichts als der Quotient aus 

einem Wege dividiei*t durch eine Geschwindigkeit^ stellen uns also je 
eine Zeit dar. Wir können die Gleichung (151) also auch schreiben 

(152) r=vo(i, + t, + t, + ...) = voi:t. 

Die einzelnen Summanden in diesem Ausdrucke sind also, ab- 
gesehen von dem konstanten Faktor Vq, die Zeiten, welche ein Etwas, 
das wir Licht nennen, braucht, um die Wege r mit den Geschwindig- 
keiten V zu durchlaufen, und unsere Funktion V ist also, abgesehen 
von der Konstanten v^ , im Sinne der Wellentheorie weiter nichts als 
•die Zeit, welche das Licht braucht, um zu einem bestimmten Punkte 
zu gelangen. 

Ist F= const, so muB auch üi = const sein, d. h. wir lassen die 
fortschreitende Welle in einem bestimmten Augenblicke Halt machen. 
Das Licht wird sich dann gerade auf einer bestimmten Fläche aus- 
gebreitet haben, nämlich auf der Fläche 

<153) F=t;o2'< = const, 
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und diese Flache ist also die Wellenfläche. Im Sinne der eben näher 
dargestellten Auffassung sagt die Gleichung (141) in § 57 aus, daß 
6it Zeit, in der das Licht nach beliebig \ielen Brechungen zu einem 
beHeb%eß Punkte ini Bildraume gelangt, ein Minimum ist (Fermat- 
Bches Prinzip). 

Mau bezeichnet die optische Lange zwischen zwei Punkten F 
und P' auch durch 

Es ist dies eine Sdireibweise, die wir im folgeoden auch öfter an- 
wenden werden. 



§ 61. Die Fortbewegung der Wellenfllche. 

Mau gewinnt eine sehr deutliche Vorstellung von dem Verlaufe 
der Wellenfläche in der Zeit, wenn man sich das System ihrer Nor- 
malen gegeben denkt. Sämtliche Normalen bleiben während der Be- 
wegung der Wellenfläche in Euhe und bilden gewissermaßen das 
Skelett, an dem die Welle entlang lauft, indem sie beständig zu ihnen 
senkrecht steht 

Wir erinnern hier an einige Lehren der allgemeinen geometriBchea 
Flächentheorie, woraus wir auf das vorliegende optische Problem 
ScblÜBse ziehen können. | 

Sei in der Figur 30 Q ein Punkt der WeUenfläclie und Q X^ X^ 
die Normale in diesem Punkte, welche wir in folgendem als Haupt- 
normale bezeichnen wollen, so lehrt die Geometrie, daß von allen 
in der unmittelbaren Nähe von Q konstruierten Normalen sich nur 
zwei Paare schneiden, während alle anderen sich kreuzen. Legt man 
nimlich durch die Hanptnormale eine Ebene und läßt diese um die 
Hauptnormale rotieren^ so schneidet diese Ebene während der Rotation die | 
Fläche V = const beständig in ebenen Kurven , die im Punkte Q 
eine bestimmte Krümmung haben. Diese Krümmung wird bekanntlich 
durch den sogenannten Krümmungsradius gemessen , d, h, durch 
die Schnittweite zweier unendlteh benachbarten Normalen in der Ebene 
der betreffenden Kurve. Die Geometrie lehrt nun weiter, daß von 
allen diesen Normal schnitten zwei dadurch ausgezeichnet sindj daß sie i 
den größten resp. den kleinsten Krümmungsradius besitzen^ und^^f 
daß gleichzeitig ihre Normalen iu der Nachbarschaft des Punktes Q ^* 
mit den Normalen der Fläche F= const zusammenfallen. Diese beiden 
Hauptschnitte mit den zugehörigen Krümmungsmittelp unkten X^ 
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und -X^ sind in Figui' 30 durch yy'^i und ßß^^ dai^stellt. Die 
Ebenen der Hauptschnitte und damit auch die Bögen ßß' und y*/ 
stehen aufeinander senkrecht 

Schreitet man jetzt von Q ans auf der Fläche V fort, etwa 
nach ß^ so wird man sich in ß wieder die Hauptnormale denken 
können, die mit ßX.^ zusammenfällt. Um diese Hauptnorraale, und 
damit um den Punkt ß herum, kann man sieh wieder ein Bündel von 
Normalen denken» ganz ähnlich wie vorlier um Q, Wie man von Q 
ans in Richtung der kleinsten Krümmung fortgeschritten war, so kann 
man nun von ß aus wieder in Richtung der kleinsten Knimmung 



iXdm^ 



fgl^ime 






Fig. 80. 



weitergehen und wird so eine Linie auf der Fläche F beschi-eiben, 
die man die zum Punkte (^ gehörige erste ,,Kriimmungslinie'* 
nennt (die Sj-Linie). Natürlich setzt sich diese auch nach der anderen 
Seite von Q hin fort, wenn man nämlich von Q nach dem auf der 
anderen Seite von Q liegenden Punkte /J' sich bewegt hätte. Auf 
analoge Weise wäre man 2U der anderen Krümmungslinie (s^- Linie) 
gelangt^ welche in Q die $,- Linie senkrecht durchschneidet, wenn 
man sich nämlich von Q aus in Richtung Q y resp. Q y' bewegt hätte. 
Die Kriunmungsmittelpunkte Xj und X^(Fig,30) dieser Krümmungs- 

1 linien bilden wieder zwei neue Linien, die wir mit ö^- und a^-Linie 
bezeichnen wollen. Denken wir uns jetzt die gan^e Fläche F in 
diskrete ^ einander unendlich nahe Punkte § ^ ^^ , Q^ uew* zerlegt ^ so 

I gibt es fiLr jeden der Punkte Q ein Paar s- und ein Paar ö- Linien, 
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Der Inbegriff aller «-Linien bildet gewissermaßen die Fläche V selbst^ 
während der Inbegriff der o^- und a,- Linien je für sich eine Fläche 
bildet^ welche man als die beiden y^Krümmungsmittelpunktsflächen^ Z^ 
und 2^ der Fläche V bezeichnet 

Da wir die Fläche V als Wellenfläche auffassen , so sind die 
Normalen die Lichtstrahlen, ihre Schnittpunkte miteinander die Bild- 
punkte. Die ganze Fläche V enthält aber nur das Licht^ welches 
von einem einzigen Gbjektpunkte P^ (Fig. 29) herrührt Das Bild 
dieses Punktes P^ im Bildraume — oder vielmehr das Äquivalent 
für das Bild^ d. h. der Schnittpunkt aller Strahlen — ist also dar- 
gestellt durch die beiden Flächen 2\ und Z^. Ist das von P, aus- 
strahlende Licht irgendwo durch eine Blende abgegrenzt, so erscheinen 
als Bild zwei abgegrenzte Stücke der 2^- und 2^-¥\Bjäief von denen 
die eine die meridionalen^ die andere die sagittalen Bildpunkte entr 
hält Da wir, wie schon erwähnt, die Fläche V wegen der mathe- 
matischen Schwierigkeiten kaum für die einfachsten Fälle darzustellen 
vermögen, so ist an eine vollständige analytische Beherrschung dieser 
Erscheinungen für eine größere Anzahl von Flächen kaum zu denken. 



Kapitel 7. 

Bedingung für die Äberrationsfreilieit 
Yon Pnnktpaaren bei endlichem Strahlengange. 



^ 



§ 62. Spezialisierung des allgemeiaen Froblemes. 

Wir werden die allgemeinen Betrachtungen jetzt unter Voraus- 
eetzuug eines zentrierten Systemee von Kugelflächen nach zwei 
Richtungen hin spezialiäkren , die hier von vornherein hingedeutet 
werdeu mögen. 

1, Wir wollen annehmen ^ daß die im Objehtraume beEndlichen 
lichtausseudenden Punkte auf der Achse oder in der Nähe der Achse 
des Systemes HegeUj und werden dann die Bedingungen aufsuchen, 
unter welchen die sphärische Aberration für einen oder mehrere dieser 
Punkte — und zwar für die ganze Öffnung des Systemes — auf- 
gehoben ibL 

2, Wir werden die Eigenschaften eines von einem Objektp unkte 
ausgehenden unendticli dünnen Strahlenbündels näher untersuchen, 
das unter beliebiger Neigung das System durchdringt. 

3* Wir werden alle diejenigen Strahlen näher be trachten ^ welche 
von einem beliebigen Objektpunkte ausgehend im HauptBchnitte des 
zentrierten Systemes verlaufen, und werden diejenige Stelle der im 
Bildraume erscheinenden kanstischea Linie bestimmen j die eine 
Strahlenvereinigimg höherer Ordnung aufweisti 



§ 63- Fall^ daß die Wellenfläche nach der Breeliung wieder die 

Kugelgestalt hat. 

Wir machen die iinnahme, daß das brechende System derart sei, 
daß die von einem Punkte im Objektraume ausgehende Welle im 
BUdraume die Gestalt einer Kugel habe, und lassen die Frage offen, 
welcher Art die Bedingungen sein müssen, denen die Konstanten 

GleictLen, Pbotograpkkche Optik. 7 
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des Systemes (Krümmungsradien, Entfernungen der Fläclieii vonem- 
ander^ Bi^echungaexponenten) unter diesen Umständen unterworfen 
sein müssen. 

Die Kugelwellenfläche hat die Eigenschaft, daß alle ihre Nor- 
malen durch ein und denselben Punkt P' gehen. Alle Teile dieser 
Wellenfläche bewegen sich auf denselben Punkt P' zu. Die Wellen- 
äiclie kriecht gewissermaßen im Punkte P', d. h, im Brldpunkte, 2U- 
samraen. Der Punkt P' stellt uns also in dem Augenblicke, wo die 
Lichtbewegnng bei ihm angelangt ist, die ganze Wellenfläche dar. In 
einem solchen Punkte würde keine Aberration herrschen* Es würde 

also in diesem Falle Punkt 

^^ J^F^^/7^ \/}^^?p '' P in P' aberrationslos 

abgebildet sein. Die ana- 
■^\ ^\ W W ^ lytische Bedingung hierfür 

ist offenbar Znr = const* 

Die Konstante können wir 

uns, wenn wir den Punkt P 

auf der Achse liegend annehmen, dadurch bestimmt denken, daß 

wir den in der optischen Achse verlaufenden Strahl betrachten* 

Nennen wir r^ die den allgemeinen Großen r entsprechenden 
Strecken auf der Achse, so heißt die Bedingung für die Aberrations- 
freiheit 

So ist z, B, für das durch Figur 31 dargestellte System von vier 
Flächen^ wenn G das aberrationsfreie Bild des Punktes A iflti 

= «1 ÄB+n^BC+n^ CD + n^ DE +n^EG, 

Die Frage, ob für eine vorgeschriebene Lage von Objektpunkt 
und Bildpunkt ein System von einer vorgeschriebenen Anzahl von 
Flächen immer gemäß dieser Bedingung beigestellt werden kann, wollen 
wir hier unerortert lassen. 



Fig. Sl- 



§ 64. Satz über die Lichtbewegnug im paraxialen Oeblete. 

Im paraxialen Gebiete wird, wie wir gesehen haben, ein Punkt P 
im Objektraume vollständig aberrationslos in einem Pimkte P' des 
Bildraumes abgebildet Im paraxialen Gebiete ist also das Verhalten 
der Lichtwellen derartig, daß eine von P als Kugelfläche ausgehende 
Lichtwelle auch als Kugelfläche im Punkte P' des BOdraumes an- 
kommt. 



§ 64. Satz über die Lichtbewegung im paraxialen Gebiete. 
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Es sei jetzt (Fig. 32) unter Voraussetzung paraxialen Strahlenganges P 
ein Punkt im Objektraume und P' der zugehörige Punkt im Bild- 
raume. Es besteht dann die Beziehung 



2nr= [PP"] = jp = const , 



Es sei weiter 



PQ-y 

ein achsensenkrechtes Objekt und 

das zugehörige Bild dieses Objektes. Es soll festgestellt werden, wie 
groß die optische Lange von QQ' ist^ oder was dasselbe ist, wieviel 



t 



"F 



~B 



\F'^r' 



^ 



Fig. 82. 



Zeit das Licht braucht, um vom Punkte Q nach dem Punkte Q^ zu 
gelangen. 

Ziehen wir durch den Punkt Q einen achsenparallelen Strahl, so 
wird dieser nach der Brechung durch den hinteren Brennpunkt F^ 
gehen, und es ist 

(154) [QQ'] = [QF'] + [F'Q'] . 
Es besteht nun zunächst die Beziehung: 

(155) [QF^] = [PF^] *) . 



*) Um die Richtigkeit dieser Behauptung einzusehen, stellen wir fol- 
gende Überlegung an. Wir denken uns die beiden Strahlen vom Punkte F^ 
ausgehend und verfolgen sie zurück in den Objektraum. Wie man sieht, 
sind die beiden Strahlen einander parallel, und beide stehen senkrecht 
auf FQ . Da die Strahlen nach unseren Definitionen aber die Normalen zur 
Wellenfl&che sind, so muß die Wellenfläche eine zu den Strahlen senk- 
rechte Fläche sein. Da die Strahlen parallel sind, so kann diese Fläche mu* 
eine Ebene sein , d. h. das Stück PQ ist selbst ein Stückchen der Wellen- 
fläohe. Wir wissen, daß alle Punkte einer Wellenfläche die Eigenschaft 
haben, daß die optische Länge in ihnen konstant ist, imd somit muß not- 
wendig sein [QF^] — [PF'] . 

7* 
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Um [F'Q^ zu finden^ verfahren wir folgendermaßeo« Wir setzen 

dann wird 



Die Quadratwurzel entwickeln wir nach dem binomi&clien Satze, 
Da wir uns im paraxialen Gebiete befinden, so ist ^' sehr klein, und 
wir közmeiL die Entwicklung nach dem zweiten Gliede abbrechen* 
Wir haben somit 



4 



(156) ^'e'=^'[i + ^'g)l = -'+|-^. 

In dem kleinen rechtwinkligen Dreieck F'P'Q' ist also immer die 

1 W'2 

Hypotenuse F'Q' um dieses Stuck -^^-r größer als die Kathete F'P'^i 
MulüpliziereQ wir Gleichung (156) mit n', so gebt sie über in 

(157) n'F'Q'=[F'Q']^n'x'+in'^. 

Aus den beiden Gleichungen (155) und (157) setzen wir äxe 
Werte von [QF'] und [FQ'] ein in Gleichung (154), Wir erhalten 



(158) 



[QQ']^[PFq + n^x^ + in^^. 



Nach unseren Definitionen ist aber^ wie man auch unmittelbar 
aus der Figur 32 ersieht^ 

(159) [PF'] + n'x'= [PP'] - p , 

Und es ergibt sich schließlich 



(160) 



[QQ'] = P + in' 



X' 



Diese Gleichung lehi-t uns, daß das Licht eine gewisse Zeit mehr 
brauch tj um von Q nach i^' zu gelangen^ als von P nach P\ Diese 
Zeit ist aber unendlich klein. Da wir uns im paraxialen Gebiete be- 
finden, so ist if schon sehr klein, y'^ ist unendlich klein von höherer 
Ordnung j kann also vernachlässigt werden, und die letzte Gleichung 
geht somit über in 



(161) 



\<iQ'\=^ 
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Man kann also den Satz aussprechen: 

Alle Punkte einer achsensenkrechten Ebene im Objekt* 
räume haben dieselbe optische Länge^ oder: das Licht^ 
welches von einer achsensenkrechten Ebene im Objektraume 
ausgeht; trifft gleichzeitig in einer achsensenkrechten Ebene 
im Bildraume ein. 



§ 65. Die Abbildung im paraxialen Gebiete. 

Das unendlich kleine additive Glied der Gleichung (160) kann 
uns zur Herleitung der im paraxialen Gebiete herrschenden Abbildungs- 
beziehungen dienen. 

Wir sind bei der Bestimmung der optischen Lange von QQ'^ 
vom Punkte Q ausgegangen. Wir hätten aber ebensogut vom Punkte Q^ 
ausgehen können, indem wir uns vom Punkte Q^ einen achsenparallelen 
Strahl ausgehen denken^ welcher dann durch den vorderen Brenn- 
punkt F gehen würde. Setzt man dann die Entfernung 

PF = x 

und stellt genau dieselben Betrachtungen an wie oben^ so würde man 
ganz analog erhalten 

(162) [Q'Q]=P + in^. 
Da aber selbstverständlich 

(163) [Q'Q]='{QQ'\ 

sein muß, so ergibt sich durch Vergleichen der beiden Gleichungen 
(160) nnd (162) die Beziehung 

(164) ^ = '^ 
oder 

— ist aber nichts anderes als die Vergrößerung ß. 

Mittels der Gleichung (165) gelingt es leicht, die sämtlichen 
Fnndamentalsformeln des § 22 herzuleiten. 
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§ 66. Die allgemeine Bedingung ffir die aberrationsfreie 
Abbildong eines Punktpaares. 

Wir verlassen jetzt wieder das paraxiale Grebiet, um die all- 
gemeinste Bedingung herzuleiten, welche ein beliebiges zentriertes 
System erEüllen muB, damit ein in der Nähe der optischen Achse 
befindliches Paar von Punkten aberrationsfrei abgebildet werden 
kann, und zwar unter Voraussetzung einer endlichen Öfihung des 
Systemes. 

Auf die Anregung des Verfassers hin hat Herr M. Blanckmeister 
diese Frage mit Erfolg diskutiert (Inaug.-Diss. Rostock 1904: Über 
die Hamiltonsche Funktion als Grundlage der geom. Abbüdungs- 
theorie usw.)- Den betreffenden Ausführungen , bei denen der oben 
§ 64 aufgestellte Satz benützt wird^ schließen wir uns in folgendem an. 

In der Figur 33 sei S ein zentriertes optisches System mit der 
Achse LL^ , sein hinterer Brennpunkt sei F\ In einem beliebigen 




Fig. 88. 

Punkte P der Achse, unter einem beliebigen Winkel q) gegen, diese 
geneigt, befindet sich im Objektraume ein Linienelement 

Der Achsenpunkt P möge in P' abgebildet sein und zwar unter 
der Annahme, daß P für die ganze Öffnung aberrationsfrei abgebildet 
sei Lassen wir vom Punkte Q einen achsenparallelen Strahl auf das 
System auffallen, so wird dieser — weil er infolge der angenonunenen 
Kleinheit von q im paraxialen Gebiete verläuft — durch den hinteren 
Brennpunkt jP' gehen. Auf diesem Strahle befindet sich im Punkte Q' 
der Bildpunkt von Q . 

wird jetzt das Bild von PQ sein. Sowohl P wie Q sollen nun in 
P' bzw. Q^ aberrationslos abgebildet sein. Die Bedingung hierfür ist, 
wie wir gesehen haben, die, daß die optische Lange für alle zwischen 
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P und P' möglichen Wege einen konstanten Wert hat, und ebenso 
für alle zwischen Q und Q^ möglichen Wege. Bezeichnen wir diese kon- 
stanten Werte mit p und q, so erhalten wir 

Wir wollen jetzt eine Beziehung zwischen q und p aufsuchen. 
Zu diesem Zwecke fallen wir von Q und Q^ die Lote Q T und Q^ T' 
auf die Achse und setzen: 

T'T^dx' . 

Nach dem oben bewiesenen Satze, daß alles von einer achsen- 
senkrechten Ebene im Objektraume ausgehende Licht gleichzeitig in 
einer achsensenkrechten Ebene im Bildraume eintrifft, hat man: 

[TT']=-[(2e'J = 2. 

Weiter folgt aus Figur 33: 

\TT\ = yPT'X - \PT\ + [P'TT , 

woffir wir unter Benutzung der oben angegebenen Bezeichnungen 
setzen können: 

q^y — ndx + n^dx^ . 

Von den unendlich vielen von P ausgehenden Strahlen greifen 
wir jetzt einen unter einem beliebigen Winkel u gegen die Achse ge- 
neigten Strahl PA heraus. Dieser wird durch das System gebrochen, 
verlaßt es im Punkte B^ und muß, da ja aberrationslose Abbildung 
des Punktes P vorausgesetzt ist, nach der Brechung durch den Punkt P' 
gehen. Der Winkel, welchen der Strahl P'P' mit der Achse bildet, 
sei u\ Wir greifen nun von den unendlich vielen vom Punkte Q 
ausgehenden Strahlen denjenigen heraus, welcher dem Strahle PA 
parallel ist. Dieser treffe das System im Punkte C und verlasse es 
im Punkte D\ Da nach unserer Annahme auch der Punkt Q aber- 
rationsfrei abgebildet wird im Punkte Q^, so muß dieser Strahl nach 
der Brechung durch Q^ gehen. Den Strahl B^P^ möge er in E\ die 
optische Achse in G^ schneiden. Endlich fallen wir noch von den 
Punkten P und P' die Lote PR und P'R' auf den Strahl QQ\ Aus 
der Figur 33 folgt dann : 

[PE^ + [E^P^=p, 
[QEq + [E' Q'] = q^p-ndx + n' dx' . 
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Das Stückchen PR stellt sich — da auf ihm die beiden von JB' 
ausgehenden Strahlen E'B'AP und E'D' CR normal stehen — dar 
als unendlich kleines Stückchen der von E' sich ausbreitenden Wellen- 
fläche. Da für alle Punkte dieser Wellenfläche die optische Lange 
vom Punkte E' aus gerechnet konstant sein muß^ so ist 

[RE']==[PE'\y 

oder, was gemäß Figur 33 dasselbe ist: 

(166) [RQ]-\-[QE']^[PE^. 
Weiter folgt aus der Figur, daß 

[E'Q'\ - [Q'R"] - WR"] 

ist, oder da Dreieck E'P'R' ein unendlich schmales gleichsdienkliges 
Dreieck und somit 

[E'R"] = [E'P"] 
ist: 

(167) [E' Q"] - [Q'R'\ = [E'P'\ . 

Durch Addition der beiden Gleichungen (166) und (167) findet 
man: 

(168) [BQ] + IQE'] + [E'Qq - [Q'Rq = [FE'] + [E'P^ , 

wofür man auch schreiben kann 

[liQ] +P -ndx + n'dx' - [Q'R'\ =i> 
oder 

(169) [RQ]-ndx^ [R' Q"] - n' dx' . 

Diese Gleichung, welche zunächst zwischen unendlich kleinen 
Größen besteht, kann man auf endliche Größen transformieren. 
Nach Figur 33 ist aus dem rechtwinkligen Dreiecke RPQ 

also ist: 

sin(900-[^-u]) = ^ 
oder 

RQ = QC08((p — w) 

und 

(170) [RQ] = nQ co8{(p — u) . 
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Analog ergibt die Betrachtung des rechtwinkligen Dreiecks R'P'Q% 
wenn P'5' normal auf LL' steht und <T'P'Q'-= q>' ist, 

< Q'P'R'= < Q'P'S' + < S'P'R' 

also: 

sin Ö'P'U' = sin [90^ - (9?' - wO] = -^^ , 

woraus folgt: 

^'-B'=^'cos(9>'~wO 
und 

(171) [^' JJ'] = »' ^' cos{9?' - wO . 

Berücksichtigt man noch: 



(172) 



{dx = Q cos 9? , 
da;'= ^'cos9?\ 



so wird Gleichung (169) unter Benutzung der Gleichungen (170) 
bis (172): 

nQCOB((p — u) — nQ coB(p = »' Q^ 008(9?' —u^ — n' q' cosy' 

oder nach einigen Transformationen: 

(173a) n q [cos(9p — w) — C0S9P] = n' ^' [cos(9p' — wQ — 0089?^] 

oder: 

(173b) n ^ sm —^ — sm — = n' q' sm ^ sm — . 

Hat eine Größe A nach der Brechung durch ein System den Wert J.' 
angenommen, so setzt man nach einer von Abbe in die geometrische 
Optik eingeführten Bezeichnungsweise aUgemein 

A'-A^AiA). 

Unter Anwendung dieser Schreibweise nehmen die Gleichungen 
(173a) und (173b) die Gestalt an: 

(174a) A[nQ 003(9? — w)] = J(w ^ COS9?) 

und 

(174b) J^n^8in^^^8in|) = . 
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Dies ist die allgemeinste Bedingung für die aberrations- 
freie Abbildung eines Punktpaares, von dem der eine 
Punkt auf der Achse selbst^ der andere um die unendlich 
kleine Strecke q entfernt liegt; wobei q> der Winkel ist, 
unter dem q zur Achse geneigt ist 



§ 67. Die Sinusbeding^nng. 

Wir betrachten zunächst den für die photographische Optik 
wichtigsten Fall, daß die beiden in Frage kommenden Punkte 
senkrecht übereinander liegen, der Winkel <p also gleich 90® 
wird. Die Strecke q wird dann identisch mit einem kleinen 
achsensenkrechten Objekte, dessen Länge wir früher mit y bezeichnet 
haben. 

Gleichung (174a) liefert dann: 

A(nysinu) = 
oder 

(175) ^=«'.y: 

smti' n y 
oder, wenn wir noch die Vergrößerung 

y 

einf ühreo : 

(176) '^, = '^ß. 

Die durch die Gleichungen (175) und (176) dargestellte Beziehung 
heißt die „Sinusbedingung^^ Da diese Beziehung wegen der Symme- 
trie des Systemes um die Achse herum für jeden Hauptschnitt besteht^ 
falls sie für einen einzigen Hauptschnitt gültig ist, so stellt sie 
die Forderung dar, welche erfüllt sein muß, damit ein bei P (Fig. 33) 
befindliches achsensenkrechtes Flächenelement aberrations- 
frei durch das System mit endlicher Öffnung abgebildet wird. 
Erscheint die Öffnung des Systemes von P aus unter einem Winkel 
2 Z7, so muß Gleichung (176) erfüllt sein für alle Winkel von u = 
bis u = U. 



§ 68. Fall eines sehr entfernten Objektes. 
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§ 68. Fall eines sehr entfernten Objektes. 

Für die photographische Optik ist der Fall besonders wichtig, 
daß das abzubildende Flächenelement unendlich weit entfernt ist. 
Alsdann müssen wir jedoch die Gleichung (176) einer Transformation 
unterziehen. 

Zu dem Zwecke betrachten wir Figur 34, wo P und P' zwei 
konjugierte Punkte sind, für die die Sinusbedingung erfüllt sein soll. 
Femer legen wir durch den vorderen Brennpunkt F des Sjstemes 




Fig. 84. 



eine achsensenkrechte Ebene, wodurch für einen von P unter der 
beliebigen Neigung u ausgehenden Strahl die fokale Schnitthöhe h 
entsteht. Da PF=nx ist, erhalten wir: 



(177) 



tgw = 



und außerdem ist nach Gleichung (28), S. 27 : 
(178) 



1 
ß 



X 

1 



Femer setzen wir noch n = w', wodurch auch t ^f wird. Wan- 
dert jetzt P nach links ins Unendliche, so wird der Winkel u so 
klein, daß wir seine Tangente mit dem Sinus vertauschen können, 
und Gleichung (177) gibt 



(179) 



smti 



X 



Setzt man die Werte für ß und sinu aus (178) und (179) in 
Gleichung (176) ein, so erhält man 



(180) 



smM' = 
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Ist jetzt (Fig. 35) VW irgend ein von dem unendlich fernen 
Punkte P herkommender Stmhl und verlängern wir denselben^ bis er 



£1 



iT 



Fig. 35. 

den zugehörigen nach I ' gerichteten gebrochenen Strahl in K sehneidetr 
und fallen echließHch noch das Lot KL auf die Achse, ßo wird, da 
jetzt < KrL = u' und KL = h ist: 

woraus durch Vergleich mit Formel (180) folgt 
(181) KF'=f. 

Hieraus folgt, daß in einem photographisehen Objektiv 
dann der Sinusbedingung genügt ist, wenn die Schnitt- 
puokte aller achsenparallel einfallenden Strahlen mit den 
zugehörigen gebrochenen Strahlen auf einer Kugel liegen, ^ 
die man mit dem Kadius gleich der Systembreun weite / um^^| 
den hiotcrcn Brennpunkt schlägt. ^H 

Die genaue Erfüllung der Sinusbedingung ist sehr kritisch, zmual 
die Vorbedingung, Aufhebung der sphärischen Aberration für den 
Achsen punkt, niemals streng für die ganze Öffnung erfüllt ist Bei 
vollständiger Erfüllung der Sinusbedingung müßte gemäß Glei- 
chung (180) der Ausdruck 

h 



(182) 



ain ti 



-f 



streng der Null gleich sein. Infolge der vorhandenen Abweichungeii 
wird dieser Ausdruck für verschiedene Einfallshohen ^^erschiedeoe, 
mehr oder weniger von Null abweichende Werte zeigen, die man als 
,^Fehler gegen die Sinusbedingung*' bezeichnet. 

Um eine Vorstelhmg zu geben, innerhalb welcher Grenzen sich ' 
bei einem gut korrigierten Objektiv die Abweichungen h alten j wählen 
wir das von H, Harting errechnete Apochromat- Kollinear. Unter j 
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der Voraussetzung einer Brennweite gleich 100 zeigt die beisteheude 
kleine Tabelle die in Frage komraenden Großen für verschiedene 
Schnitthohen h: 

f=100. 



Schnitt- 


Aberration 


* f 


böhe h 




emu' ' 





0,00 


0,00 


1 


-0,01 


-0,01 


2 


-0,06 


-0,07 


3 


- 0,14 


-0,15 


4 


-0,15 


-0,18 


5 


-0,05 


-0,10 


5^6 


+ 0,17 


+ 0,06 



§ 69. Graphische Darstellung der sphärischen Aberration und 
der Abweichung von der Sinuäbediiigiiiig. 

Die Aufliebung der sphärischen Aberration und die Erfüllung 
der Sinüsbedingung wird bei photogi^aphischen Objektiven in erster 
Linie für unendlich ferne Objekte, d. h. für ach sen parallel einfallende 
Strahlen angestrebt Dabei bedient man sich zweckmäßig der gra- 
phischen Darstellücig, Für eine bestimmte Anzahl (etwa drei) vorher 
angenommene Einfallshöhen werden aehsenparallele Strahlen durch 
das System gerechnet (vgl § 13) und ihre tichnittweiten auf der Achse 
bestimmtp Bei dieser Gelegenheit ergeben sich auch die Winkel u% 
welche diese Strahlen mit der Achse bilden» 

In Figur 36 sind die drei achsenparallel einfallenden Strahlen /, 
II j ZZZ gezeichnet und nach rechts über das System hinaus verlängert. 
Der hintere Brennpunkt F^ ist der Schnittpunkt eines Paraxialstrahles, 
während die Strahlen I^ II, JII nach der Brechung die Achse ent^ 
gprechend in /', 11% HF fichneiden. In den letzteren Punkten errichtet 
man nun Lote zur Achse ^ welche die zugehörigen nach rechts ver- 
längerten einfallenden Strahlen in den Punkten J", 11% HI" schneiden. 
Legt man dann durch diese Punkte und durch F^ eine Linie, so bat 
man die sogenannte ,,Aberrationskurve", welche ein Bild vom 
Verlaufe der Aberration gibt. Die Aberrationsgrößen selbst sind die 
Strecken F*I% J'i/% F'III. Dieselben spielen die Eolle von 
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Abszissen 9 wenn man den Punkt F' als Koordinatenanfangspunkt 
wählt Trägt man an Stelle der Aberrationsgrößen die Größe 

—, — 7 — f auf und errichtet die zugehörigen Lote, so erhält man die 

Kurve für die Abweichung von der Sinusbedingung. In Figur 36 




Fig. 86. 

soll diese Kurve durch die gestrichelte Linie dargestellt sein. Diese 
Kurvendarstellung ist in dem Werke: Theorie und Greschichte des 
photographischen Objektives von M. v. Rohr, Berlin 1899 zur Dar- 
stellung des Korrektionszustandes einer großen Anzahl von Objektiven 
verwandt 



§ 70. Die Herschelsche Bedingung. 

Setzt man in Gleichung (174b) 9?«0, so liegen die beiden in 
Frage konmienden Punkte auf der Achse, und wir erhalten als Be- 
dingung dafür, daß beide Punkte aberrationsfrei durch das System 
abgebildet werden: 



(183) 



u 



n Q sin* — = w' ^' sin* — 



Figur 33 lehrt nun, daß in diesem FaUe die Strecken q und q' 
ia PT und P'T' übergehen, wo PT, da es im Objektraume von P 
aus im Sinne der Lichtbewegung sich erstreckt, negativ in Bechnung 
zu bringen ist, so daß man also hat: 

Q dx ' 

Aus der Gleichung xx'^^^ff folgt durch Differentiation: 
xdx'+ x'dx=^ 



(183a) 



sin 


V¥ 










2 




n 


1 




u 


"■ 


w'' 


ß' 


sin 


2 









§ 70. Die Herschelsche Bedingung. m 

oder 

(184) ^' = --. 

dx X 

Multipliziert man die beiden Gleichungen 
;» = /- und ß=.^ 
(vgl. Gleichung I, § 22) miteioander, so wird: 

^ ^ r' x" n'' x' 

Unter Berücksichtigung dieser Gleichung und der Gleichungen (183,) 
(183a) und (184) erhält man dann: 



(185) 



welche als ^^Her sehe Ische Bedingung^' bezeichnet wird 

Ihre Wirkung auf das optische System beruht darin^ daß der 
Korrektionszustand des Bildes in erster Annäherung unabhängig ist 
von der Entfernung des Objektes. Ein photographisches Objektiv, 
das für entfernte Objekte sphärisch korrigiert ist und das außerdem 
die Herschelsche Bedingung erfüllt, würde also diesen guten Eor- 
rektionszustand auch noch beibehalten, wenn man die Mattscheibe auf 
näher gelegene Punkte einstellte. 

Um die Gleichung (185) auf den Fall sehr entfernter Objekte 
umzuformen^ dienen ganz analoge Betrachtungen , wie wir sie im § 68 
angestellt haben. 

Man findet als Bedingung: 

(186) ^^% = it' 

und als Abweichung von der Her sehe Ischen Bedingung^' würde 
die Große 

(187) -^'-f 
au&ufassen sein, die dem Ausdruck (182) entspricht 
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Niemals kann ein optisches zentriertes System von endlicher 
Öffnung und endlicher Brennweite gleichzeitig der Her sehe Ischen 
und der Sinusbedingung genügen^ wodurch auch die Umnöglichkeit 
der aberrationsfreien Abbildung eines Yolumenelementes erwiesen ist» 

Bemerken wollen wir hier schon^ daß die sogenannten aplana- 
tischen Punkte der Kugelfläche aberrationsfrei sind und der Sinus- 
bedingung, nicht aber der Herschelschen Bedingung Genüge leisten« 

Abbe hat für Punkte ohne Aberration, die außerdem der Sinus- 
bedingung genügen, die Bezeichnung ,,Aplanatische Punkte^ 
eingeföhrt. 



Kapitel 8, 

Der ABtigiuatismns. 

§ 71. Entwicklung der Gleieliung d6r WellenMehe in eine iiuead- 

liehe Reihe. 

Wir kehren wieder zurück zu dea Beü-achtungen der §§ 60| 61 
und wollen das allgemeine Problem der Fortbewegung der Lichtwelle 
jetzt noch nach einer anderen Richtung hin Bpezialieieren. Wir erinnern 
noch einmal daran, daß die Normalen der Weüenfläche die Licht- 
strahlen sind. Denken wir uns die Wellenfläche zu einer gewigsen 
Zeit t gegeben^ und denken wir uns Bämtliche Normalen dieser Fläche 
konstruiert und jede einzelne bLs ins Unendliche verlängert^, so haben 
wir damit ein sehr anschauliches Bild von der Bewegung der Wellen- 
äache, und zwar von der Zeit t bis zur Zeit t = oo^ gewonnen. Wir 
denken uns nämlich die Wellenfläehe sich so fortbewegend, daß sie 
auf dem Sjstem der gegebenen Normalen beständig senkrecht steht. 
Die Wellenfläche nimmt dann besonders in der Nähe der schon im 
§ 61 erwähnten Mittelpunkte Xj und X^ der beiden Hauptkrüm- 
mungen sehr auffallende Formen an, deren Darstellung schon des öfteren 
Gegenstand der Bemühungen der Mathematiker und Physiker war. 
£ine exakte Darstellung des ganzen Verlaufes der Wellenfläehe ist, 
wie schon erwähnt^ wegen der mathematischen Schwierigkeiten aus- 
geschlossen. Man war deshalb gezwungen, nicht die Wellenfläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung zu betrachten, sondern einen Teil davon 
abzugrenzen^ ein Weg, den L* Matthiessen und Gull Strand mit 
besonderem Erfolge betreten haben. 

Nehmen wir an, die Wellonfläche sei in der Form js = y}(x^ y) 
gegeben, so kann man bekanntlich ^ nach dem Lehrsatz von Mac- 
Lau rin in eine unendliche Reihe entwickeln und erhält: 



'^-y^m + ^j^+y-^ + i 






&^g 



2 dxöy 



(188) . 



+ 



y* e*is 



+ 



Zx^y d^ß 



1 ■ 2 äy» ^ 1 • 2 • 3 öa;" ^ 1 • 2 . 3 öa;* öy 



+ 



3xp^ 3»jS 



a»fr 



1 - 2 ■ 3 öa; dg* ^ 1 - 2 • 3 öy^ 



+ 



GleichsD^ Photographische Optik, 
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Nach dem Vorgänge von Gulls tr and können wir die Reihe mit 
dem Gliede^ welches die dritten Potenzen der. Yariabeln x und y 
enthält, abbrechen und die höheren Potenzen vernachlässigen. Wir 
erhalten dann anstatt der Wellenfläche eine Fläche dritten Grades, 
die in der Nähe des Punktes (x, y , g) mit der Wellenfläche eine 
Berührung dritter Ordnung bildet. Betrachtet man also nur ein ent- 
sprechend kleines Stück der den Raum durcheilenden Wellenfläche, so 
kann man die letztere durch jene Fläche dritten Grades ersetzen. 
Mit dem soeben angegebenen Grade der Annäherimg hat Gull- 
Strand*) den Strahlengang, und zwar insbesondere in der Anwendung 
auf das menschliche Auge, dargestellt So interessant auch seine 
Resultate sind, müssen wir doch hier von einer Darstellung derselben 
absehen, da sie für die photographische Optik zurzeit noch keine 
Verwendbarkeit beanspruchen können. Wir beschränken uns darauf, 
die Reihe der Gleichung (188) mit den quadratischen Gliedern ab- 
zubrechen. 

Legen wir jetzt die Z- Achse in die Hauptnormale des Punktes Q 
(Fig. 37) und lassen die xy -Ebene Tangentialebene an der Flache 
jer = Y^ im Punkte Q werden und zwar so, daß die x- und y- Achse 
Tangenten an die Sj^- und $2 "Linie im Punkte Q werden, bezeichnen 
wir femer die beiden Hauptkrümmungsradien im Punkte Q, d. h. die 
Strecken QXj^ und QX^ mit q^ und ^2^ ^^ lehrt die Geometrie, daß 
folgende Beziehungen bestehen: 

de dg d^z 
d^z 1 d'^z 1 



dx^ Qi ' dy^ ^2 ' 
und die Gleichung (188) vdrd: 

Dies ist die Gleichung eines sogenannten elliptischen Paraboloides, 
und wir haben den Satz: In erster Annäherung kann man die 
Wellenfläche als ein elliptisches Paraboloid auffassen. Diese 
Annahme gilt also, wenn man nur ein unendlich kleines, senkrecht zur 
Hauptnormale sich fortbewegendes Wellenstück in Betracht zieht. Der 



*) Skandinav. Archiv für Physiologie 2, 1891. In der neueren Arbeit 
desselben Autors (Nova acta regiae soc. Ups. scieni Ser. IIL Vol. TT- 1901) 
werden sogar erst die fünften Potenzen in der Reihe von Mac-Laurin 
vernachlässigt. 
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Ersatz einer beliebigen Fläche an einer bestimmten Stelle durch ein 
sich anschmiegende» elliptisches Paraboloid ist zuerst von Dupin in 
die Geometrie eingeführt, und wir können uns jetzt auf der Stufe 
dieser Annäherung eine sehr anschauliche Vorstellung von der Fort- 
bewegung eines Wellenflächenstückes machen. 



§ 72. Das unendlich dfinne astigmatische StraUenbündel. 

Sei in Figur 37 Q der Anfangspunkt des Sjstemes und QX^X^ 
-die Z-Achse, während, wie oben angenommen, die ^ry-Ebene die 
Wellenfläche in Q tangiert. Wenn sich nun das kleine Stück ßß'yy' 
der Wellenfläehe in Richtung der Z-Achse bewegt, so bewegen 
•sich die Punkte ß , /8' nach X^ , die Punkte y , y' nach X^ hin. Wir 




Fig. 87. 

wollen uns jetzt vorstellen, daß sich der Eoordinatenanfangspunkt mit 
-der WeUenfläche auf der Z- Achse fortbewegt, dann steUt Gleichung (189) 
in jedem Augenblicke die Wellenfläche dar; es ändern sich nur die 
Konstanten q^ und q^ . Nach der von uns gebrauchten Yorstellungs- 
weise kann man den Bogen yy' wie einen Bogen eines Kreises an- 
sehen, der um X^ als Mittelpunkt geschlagen ist, da ja 

ist, während analog ßß' einem Kreise angehört, der um X^ mit dem 
Badius ^2 geschlagen ist. In Beziehung auf Gleichung (189) liegt 
hierin die Annahme, daß wir für die Parabeln, welche die xe- und 
yjsr- Ebene aus dem elliptischen Paraboloid herausschneiden, deren 
Krünmiungskreise substituieren können. Das soeben geschilderte Ver- 
halten behalt die Wellenfläche auf ihrem Wege bei. Ist das in Frage 
kommende Stück zimi Beispiel in die Lage ß^ ßi y^ y[ (Fig. 37) über- 
g^angen, so sind immer noch y^ y[ und ß^ ßl Teile von Kreisen mit 

8* 
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den Mittelpankteii Xj und X^. In konsequeoter Fe^tbaltung dieser 
Vorstellmig ergibt sich nun folgendes. 

Wir st^UcD uns vor, das kleine FläebeQstüek eilt, geführt von 
den Normalen, auf denen es eenkreebt steht, In der Richtung des 
Pfeiles vorwärts. Dabei zieht es sich inmier mehr und mehr zu- 
sammen, wird immer kleiner und kleiner und geht im Punkte X^ 
schlieSUch über in ein auf der Bauptnonnale senkrecht stehendes 
Kreisbogenelement dd\ welches auch normal eut Zeichnungsebejie steht 
und in X^ seinen Mittelpunkt liat Bei X^ angelangt, ist also die 
gesamte Licbtenergie in diei^em Elemente xusammengedrängt. Aus 
diesem eigentnmlichen Zustande der Konzentration breitet sich 
das Licht wieder zu cUiptisehen Querschnitten aus. Diese werden 
immer schmaler und länger, bis das Wellenstüekchen im Punkte Xj 
wieder zu einem auf der Hauptnormale senkrechten KreLsbogenelement 
X A' degeneriert, welches in der Zcichnun^ebene gelegen ist und seinen 
Mittelpunkt in Xj hat Von dort an nimmt das Wellenstückchen 
dann wieder elliptische Querschnitte an und breitet sich nun immer 
mehr und mehr aus. Die beiden kleinen Kreisb^en öd' und kX'' 
nennt man die beiden Brennlinlen. 



4 




§ 73, Kreis kleinster Verwirrung. 

Am meisten interessiert uns an diesem Wellengänge der £ wischen 
den beiden astigmatischen BUdpunkten X^ und X^ gelegene Teil 
Innerhalb dieser liegion betrachten wir (Fig. 37) das Wellenstück in einer 
bestimmten Lage Be'rjff mit dem Mittelpunkte Q' und den beiden 
Hauptkrümmungsriehtungen €e' und t^iy'. Der Krümm ungshalbmess*^ 
der ersten Richtung ist die Strecke 



der der zweiten ist 



^1«' 



:^Q' = g, 



wo jetzt, da sich die Welle fortbewegt hat, gi und q^ entsprechend 
andere Werte haben als im vorigen Paragraphen. 

Da das fortschreitende Wellenflächenstück unendlich klein und 
dementsprechend das zugehörige durch die Normalen zur Wellenflache 
dargestellte Bündel als unendlich dünn betrachtet werden kann^ so 
können wir, so lange es uns nicht um die Feststellung der Krümmimg 
«u tun ist, die Strecken c«' und t/r/ als kleine geradlinige Elemente 



§ 73. Kreis kleinster Verwirrung. 
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auffassen. Der Querschnitt des Wellenstückchens an dieser Stelle 
wird wieder die Form einer Ellipse haben, deren Durchmesser seien 



VV 



= b. 



Endlich sei noch der Winkel, welchen die beiden von y und y^ 
ausgehenden Normalen miteinander bilden, gleich (p^ und der, den die 
beiden von ß und ß^ ausgehenden Normalen miteinander bilden, 
gleich 9?,; dann folgt zunächst die Lange der beiden Brennlinien in 
den Punkten X^ und X^ (Fig. 37), wenn man X^X^ = J setzt, 



(190) 






und weiter ergibt sich für unser kleines Flächenstück ee^rjrj^ 



(191) 



a = ^1 9?i , 



Man hat nun von aUen diesen zwischen X^ und X^ liegenden 
Flächenstücken demjenigen die größte Aufmerksamkeit geschenkt, für 
das der elliptische Querschnitt in einen Kreis übergeht, d. h. für 
welches 

a = 6 

wird* Dann erhalt man: 



(192) 






.<Px = Q2 9>i f 

+ Q2=A. 

Aus diesen beiden Gleichungen kann man die Entfernungen q^ 
und Q2 des Flächenstückes von den beiden astigmatischen 
punkten X^ und X^ berechnen. Es ergibt sich 



Büd- 



(193) 



9^1 + 9^2 ' 



^2 = 



Man hat diesen kreisförmigen Querschnitt den Kreis der klein- 
sten Verwirrung genannt und ihn, jedoch wohl kaum mit Recht, 
als das Äquivalent eines fehlenden Konvergenzpunktes aller Bündel- 
strahlen angenommen. 
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§ 74. Der Pol des Bändels. 

Wir wollen (Fig. 37) noch diejenige Stelle zwischen X^ und X, 
aufsuchen^ welche den größten Querschnitt hat. Wir nennen sie 
den Pol des Bündels und gelangen zu ihr durch folgende Über- 
legungen. 

Der Inhalt eines ganz beliebigen Querschnittes unseres Bündels 
ist, wenn n die Ludolphsche Zahl bedeutet: 

(194) f=7iab 

oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (191) 

(195) f=^<Pi(P2QiQi 
oder 

(196) f=7t(p^(p^{AQj^-' gl) , 

wo außer ti für dasselbe Strahlenbündel stets A , q)^, q)^ Konstante 

sind. Bildet man aus (196): -j^ =0, so findet man o, = -^, wo- 

dq^ ""* 2 

durch die Lage des Poles — in der Mitte zwischen X^ und X^ — 

bestinmit ist Bis zu dieser Stelle geht das Lichtbündel von kleineren 

zu größeren Querschnitten über, verliert also an Intensität, während 

es jenseits derselben sich zu kleineren Querschnitten einengt, was 

einer Lichtkonzentration entspricht. 

Anmerkung. Wenn wir in der Ebene eine Kurve haben mit dem 
Kuryenelemente AB=ds, und wir errichten in A und B Normalen, so 
schneiden sich diese in einem Punkte C und bilden miteinander den soge- 
nannten Kontingenzwinkel. Schlagen wir um den Punkt C mit dem Radius 
r = 1 einen KreiS; so ist das zwischen den beiden Normalen liegende Stück 
des Kreises do bestimmt durch die Gleichung 

ds i do=^ Q i\ y 

wenn q den Krümmungsradius an der betreffenden Stelle darstellt. Die 
Krümmung der Kurven stellt sich jetzt dar durch den Ausdruck : 

i_ = ^ 
Q da' 

Es ist nun das Verdienst von Gau 6, gezeigt zu haben, daß man genau 
dieselben Betrachtungen auch auf Flächen übertragen kann. Doch tritt hier 
die Schwierigkeit auf, daß sich die von dem Flächenelemente ausgehenden 
Normalen nicht mehr in einem Punkte schneiden, sondern sich kreuzen. 
Diese Schwierigkeit beseitigt G au fi^ indem er sämtliche Normalen zieht 
und sie dann parallel mit sich selbst nach einem beliebigen Punkte im Räume 
verschiebt und um diesen Punkt eine Kugel vom Radius 1 beschreibt. Aus 
dieser Kugel schneidet dann der von sämtlichen Normalen gebildete Kegel 
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ein Flächenelement do heraus , und die Krümmung der Fläche ist wieder 
definiert durch 

do 

d8 ' 

eine Größe, die man als das Gaußsche Krümmungsmaß bezeichnet. 

Wie Gauß gezeigt hat, ist das Krümmungsmaß x eines 
Flächenstückes gleich dem reziproken Werte des Produktes der beiden 
Hauptkrümmungsradien. Wenden wir dies an auf unser fortlaufendes 
Wellenstuck, so ist das Krümmungsmaß für jeden Querschnitt 

(197) X — 

Q1Q2 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (195) 



(198) 



/ 



Wir sehen also, daß das Gauß sehe Krümmungsmaß um- 
gekehrt proportional dem Flächeninhalte des Querschnittes des Bündels 
ist Da in den beiden astigmatischen Bildpunkten der Flächeninhalt 
gleich Null wird^ so muß hier das Krümmungsmaß unendlich groß 
sein^ während das Flächenstück am Pole das kleinste Krümmungsmaß 
hat^ da ja der Inhalt des Flächenstückes am Pole ein Maximum ist 



§ 75. Strahlendichte. 

Das Licht, welches sich auf der Wellenfläche befindet, ist von 

einem Punkte P des Objektraumes ausgegangen. Das Licht, welches 

sich auf dem Wellenflächenstücke / befindet, wird einem unendlich 

dünnen, von P ausgehenden Strahlenkegel angehören. Schlägt man 

um P eine Kugel mit dem Badius 1, aus deren Oberfläche dieser 

Kegel ein Flächenstück tv herausschneidet, so ist bei der Bewegung 

des Lichtes längs eines das System durchdringenden Bündels dasselbe 

Lichtquantum einmal auf iv, das andere Mal auf / ausgebreitet 

tv 
Der QuotieÄt y gibt also an, in welchem Maße das Licht gesammelt 

oder zerstreut ist, je nachdem nämlich f kleiner oder großer als to 
ist Wir nennen deshalb diesen Quotienten die Strahlendichte S und 
schreiben unter Berücksichtigung von Gleichung (198): 



/' ^9^19^2 



120 



Kapitel S^ Der Astigm&tisinus, 



oA^Tf da für ein Bündel innerhalb des Verlaufes in demselben Mediüin 
die Größen (pg und gy^ konstant sind, 



(199) 



S ^ const * X , 



Die Strahlendichte an irgend einer Stelle der Wellen- 
fläehe iet also dem dort herrschenden Gau£ sehen Xrüm^ 
mungsmaß proportional. 



§ 76. Anschauliches und rationelles System. 

Wir haben bisher immer von den Scheiteln der brechenden 
Flächen ausgehend, im Objektraume die Schnitt weiten nach links und 
im ßildraume die Scbnittweiten nach rechts hin positiv^ gerechnet, ■ 
haben also entgegengesetzte Richtungen mit gleichem Vorzeichen ver-^^H 
Beben. Diese Zablweise ist sehr anschaulich uod besonders für die ^* 
zeichnerißche Darstellmig geeignet* Für manche Zwecke, insbesondere 
für eine systematische Durchrechnung, empfiehlt es sich jedoch, die 
Schnittweiten sowohl vor wie nach der Brechung an den einzelnen 
Flachen in Lichtrichtung positiv zu zählen {rationelle Zählweise). 

Wir haben im § 13 das Formelsystem zur DurchrechuuDg eines 
paraxialen Strahles durch ein beliebiges System angegeben. Wir hatten 
es dort aufgeschrieben für nur drei Flächen, hatten aber darauf hin- 



gewiesen, daß es für beliebig viele brechende Flächen plt. Wenn ^ 
sich z, B. (Fig, 38) um die (x — Ip und die x** Fläche handeln würde, 
80 waren die erfordertieben Formeln: 



{200) 



*K-1 



*»-! 



n;-i — »«„1 



^«-1 Ök-1 



r^-i 






a^^i -f ^x = <^«-i 



Dieses System würde gelten unter Voraussetzung eines anschao- 
liehen Systemes. Es fragt sich, wie gestaltet es sich um für ein 
rationelles System? 
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Im anschaulichen Systeme hatten wir sowohl die Strecken 

Sh Pm+i =■ «K y 



and 

als auch die Strecken 

und 



Sh Ph = öfx 

positiv angenommen. Im rationellen Systeme müssen wir die Strecken 
und 

Sm Ph'= (^m f 

da sie entgegengesetzt der Lichtbewegung sind| negativ in Rechnung 
bringen. Wollen wir die neuen Verhältnisse zeichnerisch darstellen, 
so müssen wir uns von vornherein vorstellen, daß der Punkt P^ 
nicht links, sondern rechts von der Fläche Sx liegt, daß also das Licht 
nicht vom Punkte P^ ausgeht, sondern nach ihm hingeht 

Im rationellen Systeme werden also die Schnittweiten, wenn wir, 
um jeder Verwechslung vorzubeugen, das Zeichen a durch c ersetzen : 

Üh-I = Cm-1 f öfx = — Cff y 

und die Formeln (200) gehen für das rationelle System über in 



(201) 



«k'-I 


"~~ 


Ch- 
Ch 


-1^ 
-1 


K- 


-1 — " 


Wk- 


-1 




Ck-1 
< 


<- 




1 




c, 


cL 


Tn 







= C;I-.l — (?K 



Der Ausdruck für die Brennweite [Gleichung (42) in § 25] wird, 
wenn wir vom Vorzeichen absehen, für h Flächen unter Benutzung 
der neuen Bezeichnungen: 

{201a) ^^n^ c[^ck...< 

Der Fortschritt des rationellen Systemes zeigt sich, wenn wir 
die Gleichungen (201) noch etwas umformen. Da die Gleichungen 
für jede beliebige Fläche bestehen, so wollen wir von den Indizes 
absehen. Man sieht sofort, daß man immer auf die Form 
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kommen kann. In dieser Form sind die Gleichungen sehr übersicht- 
lich. Bedenkt man^ daß r als Radius der brechenden Flache sowohl 
dem Objektraume als auch dem Bildraume angehört, so gehören die 
Größen auf der rechten Seite dem Objektraume, die auf der linken 
dem Bildraume an. Der Ausdruck ist also vor und nach der Brechung 
ganz analog gebildet. Man hat ihn deshalb eine ,^optische Inva- 
riante^^ genannt und mit dem Symbole Ql bezeichnet^ so daß also 

,203) »'(i,-i)-„(i-i).e{.e, 

ist Der Index drückt dabei aus, daß wir uns im paraxialen Ge- 
biete befinden, und der Index 7, daß es im Gregensatze zu einer später 
zu definierenden Invariante zweiter Ordnung die Invariante erster 
Ordnung ist. Die Größe Ql bezeichnet man auch als ^,Nullinva- 
riante^' und schreibt dafür, wenn eine Verwechslung mit anderen 
Invarianten ausgeschlossen erscheint, Qe oder auch, wenn sie für die 
x^ Fläche gelten soll, Q^ e . 

Es gibt noch mehrere optische Invarianten, von denen ein Bei- 
spiel gibt: 

n sint = n' sini' = Q . 

Hierhin gehört auch der Winkel 9?, den das Einfallslot (der 
Badius) mit der optischen Achse bUdet. 



§ 77. Meridional- und Sagittalstrahlen. 

Die oben gefundenen Eigenschaften, daß sich das Licht, welches 
von einem Punkte ausgeht, nach beliebig vielen Brechungen auf einer 
Lichtwelle ausbreitet, welche dadurch chai*akterisiert ist, daß auf ihr 
die optische Länge überall denselben Wert hat, daß diese Lichtwelle 
Normalen hat, welche durch die Lichtstrahlen dargestellt werden, daß 
femer gewisse Strahlen eines Bündels die Eigenschaft haben, sich in 
zwei Punkten, nämlich im ersten und im zweiten Krümmungsmittel- 
punkte, zu schneiden, alle diese Eigenschaften werden wesentlich ver- 
einfacht, wenn mr ein zentriertes optisches System voraussetzen^ wie 
es bei photographischen Objektiven fast ausschließlich in Frage kommt 
Wir wissen aus früheren Betrachtungen, daß es in jedem unendlich 
dünnen Bündel zwei Paare von Strahlen gibt in zwei aufeinander 
senkrechten Ebenen, welche sich nicht kreuzen, sondern schneiden. 
Diese Normalen zu finden imd zwar unter Voraussetzung eines zen- 
trierten Systemes, ist jetzt unsere Aufgabe. 
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Sei P im Objektraume ein leuchtender Punkte so können wir durch 
ihn und die optische Achse des zentrierten Systemes stets eine Ebene 
legen; es ist dies der Hauptschnitt, der in unseren Figuren immer 
als mit der Zeichnungsebene zusammenfallend angenommen wird. In 
dieser Ebene lassen wir einen Strahl einfallen, er wird gebrochen und 
gelangt schließlich in den Bildraum. Lassen wir dann in derselben 
Ebene einen xmendlich nahen Strahl einfallen, so ist dieser gezwungen, 
auch nach der Brechung noch in dieser Ebene zu bleiben, weil in 
diesem Falle nach dem Brechungsgesetze die Einfallsebene und die 
Brechungsebene stets mit dem Hauptschnitte zusammenfallen. Er 
kann also den ersten Strahl nicht kreuzen, sondern mrd ihn in irgend 
einem Punkte P' schneiden. Wenn wir in der Hauptebene bleiben, 
so können wir also immer einen Punkt V finden, in dem sich zwei 
Strahlen schneiden. Wir haben also in diesem Falle eines zentrierten 
Systemes das allgemeine Problem reduziert auf eine Aufgabe über 
den Strahlengang in einer Ebene. Den Punkt P' nennen wir den 
meridionalen oder tangentialen Bildpunkt und die in einem 
Hauptschnitte verlaufenden Strahlen Meridionalstrahlen. Nun 
ist es auch nicht mehr schwer, den anderen Schnittpunkt zu finden, 
da wir schon wissen, daß der Punkt in einer zum Hauptschnitte 
senkrechten Ebene liegen muß. Der letztere heißt „sagittaler Bild- 
punkf und die Strahlen, welche sich in ihm schneiden, „sagittale 
Strahlen". 

Das austretende Bündel hat also zwei Bildpunkte, deren Ent- 
fernung man astigmatische Differenz nennt. Fallen diese beiden 
Punkte zusammen, dann ist das Bündel frei von Astigmatismus und 
heißt „homozentrisch". 



§ 78. Die meridionalen Schnittweiten. 

Wir wollen zunächst den meridionalen Bildpunkt untersuchen, den 
also zwei Strahlen miteinander bilden, welche in der Zeichnungsebene 
verlaufen. Dabei sei nochmals darauf hingewiesen, daß diese Unter- 
suchungen nicht nur für das paraxiale Gebiet, sondern ganz allgemein 
gelten. 

Wir nehmen eine brechende Kugelfläche an mit dem Mittel- 
punkte M und dem Badius r. Der leuchtende Punkt A muß, da 
wir uns jetzt der rationellen Zählweise bedienen, in der Figur 39 
auf der rechten Seite der brechenden Fläche dargestellt werden. Die 
beiden Punkte, in denen das nach A hingehende unendlich dünne 
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Bändel die brechende Flache schneidet, seien P und Q . Weiter setzen 
wir das Ejreisbogenelement : 

dann verbinden wir P und Q mit M und bezeichnen den Winkel 
zwischen diesen beiden Kadien. mit dq? , Weiter setzen wir die Schnitt- 
weite 

und fallen von Q das Lot QE auf den benachbarten Strahl ÄP. 

Der kleine Winkel^ welchen die beiden Strahlen miteinander bilden, 

sei du. Der Winkel, welchen der einfallende Strahl PA mit dem 

Einfallslote — in diesem Falle mit 
dem Sadius — bildet, also der 
Einfallswinkel , ist < ÄPM — i , 
der Winkel, den der Strahl ÄQ 
mit dem zugehörigen Radius bildet, 
ist deum < ÄQM=i + di. Weiter 
p. gg ist <PQE=iy da seine Schenkel 

normal stehen auf den Schenkeln 

des Winkels i. Bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von QM 

und AP mit jET, so ist 

<AKM=i + d(py 
< PKQ = i + di + du 

als Außenwinkel, und da 

^AKM=<PKQ 

als Scheitelwinkel, so ergibt sich 

(204) d(p=^di + du. 
Weiter ist im Dreiecke PQE 

(205) QE=^dscoBiy 
und in dem Dreiecke AQE \&t 

(206) QE=^tdu. 
Femer ist 

(207) ds=QP = rd(p. 

Die Gleichung (204) dividieren wir durch dtp, dann wird 
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wo fibrigens dq) eine optische Invariante ist Aus Gleichung (205) 
und (206) eigibt sich 

(209) dscoBi^tdUy 

und mit Rücksicht auf Gleichung (207) erhalten wir 

(210) r dtp cost = tdu 
oder 

du rcosi 



(211) 

I 

(212) 
oder 
(213) 



dq? t 

Setzen wir das ein in Gleichung (208), so finden wir 



\ 




rcoi 


^ = 1 


di 
dq) 






f 


t 




) 




di 
rdq> 


_ 1 

r 


cost 
t * 






Durch 


Multiplikation 


mit 


ncosi 


ergibt 


sich 


weiter 




ncosf 


di 




71 


cosi> 


i 



(214) 3 = n cost 

rdq) \i » / 

oder 

/oiF^\ •/! co8*\ ^(wsini) 

(215) „co8»(---^) = -j:^^. 

Wir stellen uns nun vor, der Punkt A sei der leuchtende Punkte 
nach diesem gehen die Strahlen hin. Sie werden in Q und P ge- 
brochen. Nach der Brechung müssen wir setzen 

n' für n , 
i' für i , 
r für t . 

Dagegen bleiben r und q? unverändert. Für das gebrochene 
Bündel können wir also sofort eine der Gleichung (215) entsprechende 
Gleichung aufstellen. Man erhält: 

/oiß\ / v/l cosi^ d(n'sini') 

und unter Berücksichtigung des Brechungsgesetzes wird 

,-,._. / .//l cost^ dinaini) 

(217) „'cos.'(--— ) = -^. 
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Aus Gleichung (215) und (217) folgt sofort: 

(218) n cos» \^j —j = n' cos»' ^- - -^j » Q' . 

Aus dieser Formel ist f zu berechnen, wenn die Entfernung t 
des leuchtenden Punktes sowie der Einfalls- und der Brechungswinkel 
bekannt sind. Wir sehen, daß die Formel (218) uns wieder eine optische 
Invariante darstellt. Sie wird bezeichnet mit Q^. 

Es ist dieses die Grundbeziehung für den meridionalen Teil eines 
raumlichen Strahlenbündels. Wollen wir von unserer allgemeinen 
Formel (218) zu dem paraxialen Gebiete übergehen, so müssen wir 
den Einfalls- und Brechungswinkel sehr klein annehmen. Tun wir 
dies, so gelangen wir zu der Gleichung (203) S. 122 zurück. 

Für den meridionalen Teil und überhaupt für das ganze raum- 
liche Bündel gelten ähnliche Beziehungen wie in einem paraxialen 
Bündel. Man kann auch hier von der Abbildung eines Objektes 
sprechen, nur besteht ein großer Unterschied hinsichtlich der Ver- 
einigung der Strahlen, indem hier ein dritter vom Objektpunkte aus- 
gehender Strahl nach der Brechung gar nicht mehr durch den zu- 
gehörigen Bildpunkt gehen wird. Die Strahlenvereinigung ist also in 
diesem Falle viel geringer und naturgemäß optisch weniger wirksam 
als im paraxialen Gebiete. Läßt man von einem Punkte L aus 




Fig. 40. 

(Fig. 40) im Hauptschnitte die einander unendlich nahen Strahlen LA, 
LP, LC, LD unter endlicher Neigung zur Achse ausgehen, so 
werden sich nach der Brechung die Strahlen LA und LP in a, LP 
und LCin b, LC und LD in c schneiden. Die Punkte a, b, c bilden 
das Stück einer kaustischen* Linie, das man mit dem Namen Koma 
bezeichnet 
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§ 79. Der Helmholtz-Lagrangesche Satz für meridionale 

BändeL 

Für das paraxiale Gebiet lautete dieser Satz (vgl. S. 21): 

Wir werden jetzt nachweisen, daß derselbe auch für endlich ge- 
neigte Bündel gültig bleibt. Sei meder A ein leuchtender Punkt 
(Fig. 39) und 

<PAQ = dUy 

so ist nach Gleichung (209) S. 125 

dsQOsi = dut . 

Befinde sich nun (Fig. 41) im Punkte J.ein kleines achsensenkrechtes 
Objekt y. Verbinden wir die Spitze B dieses Objektes mit dem 
Punkte P, so erhalten wir 
offenbar einen kleinen Winkel 
bei P, welcher gleich di zu 
setzen ist, da ja 

<APM=% 

ist. In dem so entstandenen 

unendlich kleinen Dreiecke ng. 4i. 

ABP ist 

t 

Durch Multiplikation der letzten beiden Gleichungen finden wir 

dsco^idi = duy . 

Multiplizieren wir diese Gleichung noch mit dem Brechungs- 
exponenten n, so haben wir 

nduy =^ dsncoBidi 
oder 

(219) nduy = dsd{nsini) . 
Für das gebrochene Bündel ist analog: 

n'dtt'y' = dsd{n^aini^ 
oder mit Rücksicht auf das Brechungsgesetz 

(220) n' du' y'^dsd (n sin i) . 
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Vei^leichen wir die Gleichungen (219) und (220), so ei^Ibt sich;] 

Der Helmholtz-Lagrangesche Satz gilt alao auch für be-1 
liebig geneigte meridionale Bündel. 

§ 80. Die fokalen Schnittwelten eines KteridionalbUndels. 

Irgend ein leuchtender Punkt werde mit Hilfe eines nieridionalen 
Bündels abgebildet. Dann würden , abgesehen von dem geringeren 
Grade der Strahleiivereinigung analoge BeziehuDgen bestehen^ wie für 
das paraxiale Gebiet, Lassen wir also den Objektpunkt in Eiehtnng 
des einfallenden Bündeis wandern, so wandert auch der Bildpuokt. 
Lassen wir deo Objektpunkt schließlich ins Unendliche gehen, so 
würden die Strahlen parallel auf die Fläche auffallen und nach der 
Brechung sich in demBrennpunktei''' des mendionalen Bündels schneiden. 
In diesem Falle setzen wir die Objektweite 



t = 



<X>f 



und Gleichung (218) liefert: 

ft'cOB^t' 



V 



(n'cosi' — ftcost) j 



oder wenn wir noch t' mit dem Index versehen zum Zeichen, 
wir es mit aus dem Unendlichen kommenden Strahlen zu tun haben, 



(221) 



« 



rn cos'^t' 



n coai 



ncosi 



Dieser Ausdruck stellt die Entfernung des Brennpunktes -F' von 1 
der brechenden Fläche dar. Hätten wir das Bündel von der anderen 
Seite einfallen lassen^ so hätten wir ganz analog für die Entfernung 
des anderen Brennpunktes F erhalten: 



(222) 



^=::7 



rncos^i 



»"cosi 



ncosi 



Für das paitusiale Gebiet stellten die Größen iü und ^ , wie sie * 
durch die Gleichungen (221) und (222) bestimmt sind, die fokalen Schnitt- 
weiten und auch zugleich die Brennweiten der brechenden Fläche dar. 
Für die hier in Frage kommenden Tangen tialstrahlen stellen diese 
Größen jedoch nur die Schnitt weiten und nicht die Brenn- 
weiten daTj wie jetzt gezeigt werden solk 
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§ 81. Die Brennweiten eines Meridionalb&ndels. 

Nach den S. 29 gegebenen Definitionen sind für ein paraxialeB 
Bündel die Brennweiten durch die Gleichungen bestimmt: 

(223) /•'=*»* und f^-^ ^. 

tangu' w tangti u 

Übertragt man nun diese Definitionen auf ein meridionales Bündel, 
so kommt man zu dem wahren Ausdruck für die Brennweiten. 

In der Figur 42 seien PN und QL zwei einander parallele 
Strahlen eines meridionalen Bündels, das auf eine Kugelflache mit 




Fig. 42. 

dem Mittelpunkte M fällt. Von den Punkten L und N sind die Lote 
LLi und NS' auf die Richtung des einfallenden und gebrochenen 
Bündels gefällt Es sei nun 

LL,=h, NL^dSy 

femer sind die Winkel 

4:LiLN=i und <S'NL = i' 

bezw. dem Einfalls- und Brechungswinkel gleich. Dann ist, wenn noch 

^S'F'N=u' und NF'^U 

gesetzt wird, 

(224) Ä = d5cost 

und 

iVS'=d5C08i', 

weiter ist aber auch 

Gleichen, Photographische Optik. 9 
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also 

dscoai' = ti^to 
oder 

ds COBl' 



(225) w' = 



ti 



Setzen wir jetzt die Werte von h und u' aus Gleichung (224) 
und (225) in Gleichung (223) ein, so findet man: 

(226) /•' = .«^?««;=^'^, 

ds coai' cosi' 

auf ganz analoge Weise findet man für die andere Brennweite 

wo die Werte ^ und tS durch die Gleichungen (221) und (222) 
gegeben sind. Femer eigibt sich: 

f _ ncosi^cosi'2 
f' "~ n' cosi'^ • cosi^ ^ 

Also auch bei meridionalen Strahlen verhalten sich die Brenn- 
weiten wie die Brechungsexponenten des Objekt- und Bildraumes, 
genau wie bei Paraxialstrahlen. 

§ 82. Bekarsionsformeln flir Meridionalstrahlen. 

Hat man also ein System von brechenden Flächen, welche sich 
in gegebenem Abstände voneinander befinden, so erhält man auch for 
meridionale Strahlen ein dem für Paraxialstrahlen geltenden System (200) 
S. 120 entsprechendes Keknrsionsformelsystem 

w^-icosix-i -. =n;:_iC08<.i ir^—] > 

(A) < ^^ = ^;_i — dfx_i, 

. /l costU , .,/l cosiA 

„,C08,.(---^j=«.C08»i(----j , 

woraus man durch sukzessive Substitution den Schnittpunkt der beiden 
Strahlen nach beliebig vielen Brechungen finden kann. Hierbei bedeuten 
die Größen d^-i die zwischen zwei aufeinander folgenden Flächen 
befindlichen Teile der Strahlen. 
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g 83. Fürmeln für den anderen astigmatischen Bildptmkt* 
(Sägittaler Bildpnnkt.) 

Die Formeln fiir den sagittalen Blldpunkt sind ganz nhnlicli ge- 
baut wie die für den meridioDalen. 

Wir nebmeD wieder eine brechende Kugelfläche vom Radius 
AM=^r und dem Mittelpunkte M an (Fig. 43). Der größeren Deutlichkeit 
wegen wollen wir uns züniichst der anschaulichen Zähl weise bedieaeo. 
Wir wollen jetzt die sagittalen Strahlen, d. h. die in einer zur Zeich* 
nungsebene senkrechten Ebene verlaufenden Strahlen, eines unendUch 



-?' 



3i 



Fig. 4a 



dünnen Stralilenbilndels untersuchen. Diese Strahlen werden bei a 
und Ol gebrochen und müssen^ wie wir aus den obigen Betrachtungen 
w^isaen^ nach der Brechung den Hanptstrahl, d. h, die Achse des 
Bündels, irgendwo seh neiden. Dieser Schnittpunkt ist der sogenannte 
sagittale Bildpunkt, er liegt immer da, wo die Verbindungslinie PM 
des leuchtenden Punktes P mit dem Mittelpunkte 31 die Achse des 
gebrochenen Bündels schneidet. Man kami sicli dies durch folgende 
Überlegung klar machen: 

Wir fassen PMP' als feste RotatioDsachse auf und bewirken 
eine unendlich kleine Drehung des Hauptschnittes PÄP^ (Zeich nungs- 
ebene) um den Winkel di^f sowohl nach vorne als auch nach hinten 
(von der Zeiehn imgsebene aus). Der Punkt A wird eine unendlich 
kleine Gerade aa^ besehreiben, die senki'echt zu PA und P* A und 
auch senkrecht zum Hauptschnitte steht Der Hauptschnitt selbst wird 
in die Lage PöP* und Pq^ P* kommen. Pq und Poi sind die hiCT* 
in Frage kommenden Sagittal strahlen und müssen, da ja der Punkt P* 
festbleibt^ nach der Brechung durch denselben Punkt 1" gehen. 

9* 
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Es sei nun 

PA ^8, AF'^s' 

die sagittale Objektweite und die sagittale Bildweite. EinfaUs- und 
Brechungswinkel seien meder % und %\ 
Aus der Figur ergibt sich unmittelbar 

APMA + AMAF' = APAP' 
oder 

|5r 8in(180 — t) + Irs'sini' = |5s'»in(180 - t + iO * 

5rsini + r5'sini' = 5s' sin (180 — [* — i^]) , 

5rsini + r5'sini' = 55' sin (i — i') , 

oder wenn wir sin(» — i') entwickeln und gleichzeitig die Gleichung 
durch sin» dividieren: 

,sini' .sinicosi'— cosisini' 

Sr -\- rs'-T—: = 55' ;— ; . 

sini sin» 

Berücksichtigen wir noch, daß nach dem Brechungsgesetze 

sini' n 



sin< n' 
ist, so ergibt sich 

sr + rs' -- =5sMco8t' — cos» • — 
n' \ n'l 

oder 

n' sr -\- rs'n^ 5s'(w'cosf' — ncosi) . 

Diese Gleichung dividieren wir durch ss'r: 

n' M __ n' cos i' — neos f 



5' 5 r 

Gehen wir jetzt wieder zu einem rationellen Systeme über, so 
müssen wir s negativ in Anrechnung bringen^ die letzte Gleichung 
wird demnach, wenn wir, um Irrtümer betreffs der Zählweise zu ver- 
meiden, 5 durch — a und s' durch a' ersetzen: *) 

n' n _ w' cosi' — n cos* 
o' o ~ r 

oder 

*) Natürlich haben die Schnittweiten o und o' nichts mit dea 
Punkten a und o^ in der Figur 43 zu tun. 
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Diese Formel hat wieder die charakteiistisetie Form einer In- 
vatiaDte. Aus ihr iat die Bildweite o' zu berechnen^ weon die Eint» 
femimg a des kuchtenden Punktes von der Fläcbe gegeben ist 

Hat man jetzt wieder ein System von brechenden Fliehen ^ die 
sich in gegebenem Abstände voneinander befindeOf so hat man auch für 
die sagittalen Strahlen des Bündels ein BekarsionsformelsysteD]; namlicb 



(B) 



««-1 



/cosi^_i 



^n = <^« - 1 — ^w - 1 J 

/cos i, 






OS^ _ 1\ j^/ /^^ _ 1\ 



woraus man durch sukzessive Substitution den sagittalen Bildpunkt 
nach beliebig vielen Brechungen finden kann* 

Dieses Formelsystem in Verbindung mit dem Formelsysteme (A) 
(3. 130) dient 2ur Feststellung des in einem Büpdel herrschenden 
Astigmatismus. Man berechnet nach den Formeln (A) die Lage des 
meridionalen Bildpunktes und nach den Formeln (B) die Lage des 
sagittalen Bildpunktes. Die Entfernung dieser Punkte voneinander 
ist die agtigmatisehe Differenz. Ist dieser Weg auch etwas müh- 
selig, so ist er doch der einzige, der im allgemeinen Falle einen Uber^ 
blick über den astigmatiseben Korrektiotissustaud eines Systemes liefert. 



§ 84. Graphisehe Barstellung des Astlgmatismni. 

Von einem Objektpimkte aus geht durch ein photographisches Ob- 
jektiv nun aber nieht nur ein unendlich dünnes Strahl enbdndel, sondern 
63 gehen unendlich viele Bündel hindurch. Unsere Darstellung leidet 
daran^ daß man nicht weiß^ welches Bündel man zweckmäßig zur 
Durchrechnung benutzen soll. In den optischen Werkstätten hat man 
sich bisher über diese Schwierigkeit meist auf folgendem Wege hin- 
weggeholfen. 

Man denkt sich, wie S. 44 u* f, erläutert wurde, die Apertur- 
blende so weit verkleinert, daß durch sie und demnach auch durch 
die (EP) und (AP) nur noch die Hauptstrahlen hindurchgehen. Für 
das hierdurch bestimmte unendlich dünne Bündel und zwar für mehrere 
zweckentsprechend angenommene Neigungen werden dann die meridio- 
nalen und sagittalen Bildpunkte gemäß den Formeln (A) und (B) 
a 130 und 133 bestimmt. 

Aiisf Ohrungsbeispiele für diese Methode werden wir weiter miten 
noch erbringen. 
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In der Figur 44 siod außer dem Achseastrahle drei den Mitt3- 
pirnkt L der Apertiirblende durchdringende Hauptetrahlen gezeichnet 
und durch s* ^ fi^', s"' die sagittalen^ durch m% m'% m"' die njcri- 
dioDftlen Bildpunkte bezeichnet Man sieht, daß auf diese Weise im 
Haupt^hnitte eine Kurve der meridionalen Bildpunkte {/i -Kurve) 
und eine der sagittalen BUdpunkte (a -Kurve) entsteht. Falleü 



A 



^ 



m* 



m'' 



Fig. 44. 



beiden Kurven zusammen, so ist der Astigmatismus gehoben. Degene»! 
rieren dieee zusammenfallenden Kurven zu einer in F^ aehsen- 
senkrechten Geraden^ so ist außerdem Bildf eideben ung vorhanden* Für 
die Bedürfuisse der Praxis genügt es jedoch, daß die beiden Kurven 
sich von jener Geraden nicht zu weit entfernen. 

Man hat nun bisher diese für eine Blende mit unendlich kleiner 
Öffnung geltenden Betrachtungen auch auf Blenden mit endlicher 
Öffnung übertragen* Unsere modernen Objektive haben jedoch zum 
Teil Blenden mit verhältnismäßig sehr großen Offnungen» Es werden 
also in Wirklichkeit schon von einem einzigen Punkte aus nicht nur 
ein einziges^ sondern unendlich viele Strahlenbündel durch ein Objektiv 
geschickt werden, und es liegt eine gewisse Willkür darin, von diesen 
vielen Strahlenbündeln immer gerade das herauszugreifen, welches durch 
die Mitte der Apcrturblende geht, imd zu behaupten, daß diesem 
Bündel gerade die Stelle größter Strahlen dichte enthält. Ebenso weQ% 
erscheint die zuweilen geübte Praxis gerechtfertigt, für die Bestimmung 
des Astigmatismus ohne weiteres die durch die Hauptpunkte gehenden 
Strahlen zu verwenden. 
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§ 85. Die kaustische Spitze. 

Verfolgen wir nämlich sämtliche von einem leuchtenden Punkte 
ausgehenden und im Hauptschnitte verlaufenden Strahlen in den Bildraum 
hinein, so werden diese Strahlen nach der Brechung an irgend einer 
Stelle eine Vereinigung höherer Ordnung eingehen als an allen anderen 
Stellen des Raumes. Die Strahlen werden an dieser Stelle eine so- 
genannte kaustische Spitze bilden, d. h. es werden sich an dieser 
Stelle nicht nur zwei Strahlen — wie an aUen anderen Stellen des 
Hauptschnittes, — sondern drei Strahlen streng in einem Punkte 
schneiden. Schneiden sich aber drei Strahlen streng in einem Punkte, 
so ist an dieser Stelle keine „Koma^^ vorhanden. Eins von den un- 
endlich vielen Strahlenbündeln, welche von einem leuchtenden Punkte 
ausgehen, hat nun die ausgezeichnete Eigenschaft, durch diese koma- 
freie Stelle hindurchzugehen. Dieses Bündel — das jedoch nicht not- 
wendig durch die Mitte der Blende gehen muß — ist vor allen 
anderen dadurch ausgezeichnet, daß es durch eine Stelle mit besonders 
intensiver Strahlen Vereinigung geht, und wird deshalb mit größtem 
Recht als der Träger des Bildpunktes angesehen werden. 



Kapitel 9. 

Die natürliche Blende nnd die Abbildung durch 
Fundamentalstrahlen. 



§ 86. Die Koma. 
Es war 

(229) ^ = n sini = n' sini' 

eine optische Invariante (vgL S. 122). Diese Gleichung differenzieren 
wir nach q) und erhalten 

(230) 4i = „cosi|i, 

d(p d<p 

mit Bücksicht auf Gleichung (213) S. 125 ergibt sich hieraus 

Diese Größe ist wieder eine optische Invariante und wir setzen: 

(232) <2/ = „co8i(|-^). 

Durch Differentiation entsteht hieraus 

^ cos?' 



d<y (1 cosi\ . . di 

a<p \r t I d(p et a<p 

P cosi 

. ~r dt 
-ncost-^^^, 

und zufolge Gleichung (213) S. 125 ergibt sich hieraus 

dO^ (1 cosi\* . . . sini di 

—■— = —r\ 7— nsmt + ncmt—: — =— 

dq) \r t I i d(p 

ncosi^ dt 
■*" ~1^~~ d^ 
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und weiter: 








dQ' 

dq) 


_,(i. 


cosA» ... . /l 

— nsin» + Mcoj*«r 

t 1 \r 

, wcosi* dt 


cosT 
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Führt man jetzt die Größen Q und Q^ ein und berücksichtigt 
Gleichung (210) S. 125, so wird: 

Wir wollen jetzt die Größe dt, die Zunahme von t darstellen, 
wenn ein Meridionalbündel von der Schnittweite ^ in ein anderes 
benachbartes von der Schnittweite t + dt übergeht In der Figur 45 
sei FAQ ein unendlich dünnes einfallendes Meridionalbündel, dessen 




Fig. 45. 

Objektpunkt A wir entsprechend der rationellen Zählweise rechts von 
der brechenden Fläche annehmen, damit wir die Schnittweite FA = t 
in der Figur als positiv annehmen können. Außer diesem Bündel 
sei noch das ihm benachbarte Bündel QBB dargestellt, dessen Rand- 
strahl BB verlängert BA in C schneidet. Von B und Q sind noch 
die Lote BB und QE auf AP gefällt und in C ist auf RB ein 
Lot CN errichtet. 

Bei dem Grade der hier vorausgesetzten Genauigkeit ist es nun 
gestattet, anzunehmen, daß das Dreieck BCA gleichschenklig sei, 
daß also 

BC^ CA 

ist. Weiter kann man auch das Dreieck BCD als gleichschenklig 
betrachten, so daß 

BC^ CD 
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ist Wir wollen setzen 

Weiter sei: 

Cy = dl 
und 

ferner ist wieder (Fig. 45) 

<PAQ = du, 
<PMQ=^d(p, 
<EQP=i. 

Die drei benachbarten Strahlen schneiden sich nicht in einem 
Pankte, sondern bilden das unendlich kleine Dreieck ABC, welches, 
wie schon oben erwähnt, die Veranlassimg zur Komabildung ist 

Beim Übergange von einem Bündel zum benachbarten ist PÄ = i 
in. QB übergeführt worden, welche letztere Größe wir konsequenter- 
weise mit i + dt bezeichnen müssen. Projizieren wir QB auf PÄf 
so ist 

t + dt= QB= ED : cosdu , 

und da der Winkel du unendlich klein ist^ so wird sein Kosinus 
gleich Eios, also können wir statt QB auch ED setzen. Nun ist, 
wie sich aus der Figur 45 unmittelbar ergibt: 

PA = PE+ED + DC+ CA, 
oder, was dasselbe ist 

t=PE+{t + dt) + dT + dr. 
Im Dreiecke PQE ist 

PE= dsBini 
und im Dreiecke QPM ist 

ds ^rdq? ^ 
also wird 

PE = rd<psini , 
und unsere Gleichung wird 

i = rdq) sini + t + dt + 2dT , 
woraus sich ergibt, wenn wir gleichzeitig durch du dividieren, 

dt ^ ^^ dr . . dq? 

du ^ du du ' 
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und mit Bücksicht auf Gleichung (210) S. 125 finden wir 

dt ^ dz ^sint 

(234) ^ = -2 -^ ,- . 

^ du au co6t 

Diesen Wert von -r— setzen wir in Gleichung (233) ein. Es wird 
somit, wenn wir noch durch r dividieren: 

/ 1 dQ^ (1 cosiV 1 nc^öi^f dr ^ein/\ 



(235) 



^2 Ö cosi Q cosi2 QQ^ _ 2ncostg dr 
r2 + ii r^ *" "TT r^ du 

nsinicosi^ 
t^ 

Q 2Qncosi(l cosA QQ^ 2MC0si^ rfr 



= - ^ + -V.— - — ^+ -^ - 



/l cosA 

\r~~r) 



r^ nt \r t / nt i^ du 

oder mit Bücksicht auf Gleichung (232) 

(ooa^ l dQ' Q 3QQ' 2ncosi« _dr 

^ ^ r ^9? r2 "^ w^ <3 'du' 

Wären wir von der Gleichung 

Q = n'sini' 

ausgegangen^ so wären wir zu eioer ganz analogen Gleichung wie (236) 
gelangt, in der die Größen n, t, dr, du, i durch die entsprechenden 
gestrichenen Buchstaben ersetzt wären, r und dq) bleiben jedoch 
unverändert Diese neue Gleichung würde sich dann auf das ge- 
brochene Bündel beziehen. Der Ausdruck auf der rechten Seite der 
Gleichung (236) ist also wieder eine optische Invariante. Man hat 
also auch 

007X 1^' = _ ^ . 3(g(g^ 2n^cost-3 dr^ 

^ r d(p r^^ M'r i'^ du'' 

Wenden wir jetzt auf unsere Gleichungen (236) und (237) die 
Abbe sehe Schreibweise (§ 66 S. 105) an, so ergibt sich, nachdem wir 
die rechten Seiten gleichgesetzt haben, 

'^'») ^("-^'■s=«««'Hf<)- 

Nun ist weiter nach der Figur 45 : 

(239) dl^drdu also ^ = -fi . 

du du^ 



140 Kapitel 9. Die natürliche Blende und die Abbildung usw. 

Aus dieser Gleichung sehen wir^ daß dl unendlich klein vom 
zweiten Grade ist, da dr und du unendlich klein vom ersten Grade sind. 
Nach Gleichung (210) und (207) wird : 

(240) cosi^du^du 

t rd(p ds 

und aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich 

.^... ncosi^dr (duV dl 1 , ^7 

Demnach wird Gleichung (239) 

oder, da ja ds vor und nach der Brechung dasselbe ist, 

(243) ^^A(^ndudl) = ^QQ'A[^. 

Diese Gleichung gilt für eine einzige brechende Fläche. 

Wir haben gesehen , daß sich hier (Fig. 45) drei unendlich nahe 
Strahlen nicht in einem Punkte schneiden , sondern ein unendlich 
kleines Dreieck bilden, dessen Größe ein Maß für die Koma ist. 
Die Koma würde gleich Null sein, wenn dieses unendlich kleine Drei- 
eck verschwinden würde; dieses ist aber der Fall, wenn dly die Hohe 
m dem unendlich kleinen Dreieck, verschwindet Für eine einzige 
brechende Fläche würde also 

dl^Q 

die Bedingung der Komafreiheit sein. 

Um die Bedingung der Komafreiheit für ein System von beliebig 
vielen brechenden Flächen darzustellen^ verfährt man folgendermaßen: 

Wir nehmen an, die Gleichung (243) gelte für die Brechung an 
irgend einer^ z. B. an der x^^ Fläche des Systemes, zu welchem Zwecke 
wir uns an alle Giößen den Index x angefügt denken. 

Wir erhalten: 

(244) Js^^^''^'' ^^^ -\QnQi^ (^)^ . 
Nach unseren Definitionen ist 

A{ndudl)n = n!tdUy,dll, — n^du^dl^ 
oder, da ja für jeden Wert von x 
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ist, 80 wird: 

(245) A (n du dl)^ = m^+i du!, dl!, — n^ du^ dl^ . 

Wir fassen nun dl!, för einen Augenblick als unendlich kleines 
Objekt auf. Es liegt allerdings nicht streng im Bildpunkte des in 
Frage kommenden unendlich dünnen Meridionalbündels^ aber es liegt 
ihm doch unendlich nahe. Wir haben S. 127 gesehen, daß der Helm- 
hol tz-Lagrange sehe Satz auch für beliebig geneigte meridionale 
Bündel gilt Man kann also dieses unendlich kleine Objekt in den 
' Objektraum hinein abbilden. Es ist demnach : 

(246) n,^^du!,dl!,^n^du,dl,, 

wo n^ und du^ Brechungsexponent und halbe Öffnung des Bündels 
im ersten Medium sind. Dabei ist dZ^ diejenige Objektgroße, welcher 
nach der x^^ Brechung gerade die Bildgroße dl!, entspricht 

Genau dieselben Betrachtungen wenden wir jetzt auf die Größe dl», 
an. Wir nehmen an, sie sei ein unendlich kleines Objekt, und bilden 
dieses nach dem Helmholtz-Lagrangeschen Satze in den Objekt- 
raum hinein ab, dann wird: 

(247) n^ dUn dl^ == n^ du^ dX^ , 

wo n^ und du^ dieselbe Bedeutung haben wie oben; dX^ ist diejenige 
Objektgröße, welcher vor der x^^ Brechung gerade die Bildgröße dZ« 
entspricht 

Setzt man die Größen aus (246) und (247) in (245) ein, so er- 
hält man 

A (n du dt)^ == Wi du^ dl^ — n^ du^ dX^ 
oder, wenn man noch 

dl, - dX, = d(l) 
setzt: 

(248) A (n dudt)^ = n^ dwi ^(Z) , 
und die Gleichung (244) geht somit über in 

(249) ^^n,du,d(l) = iQ.Qlj[^^^ , 
daraus ergibt sich 
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oder wenn wir die rechte Seite dieser Gleichung mit (Widui)* er- 
weitem: 

(250) <5(0=l(%d«J^(^)Vei^(^)^. 

Nach Gleichung (209) S. 125 ist nun 
, ds. cosü 

und demzufolge wird Gleichung (250) 

(261) *w - ? (». ä«,)' i^JI^^Jo. o: j i^l . 

In der Figur 46 seien zwei beliebige brechende Flachen, z. B. die 
{x — iy^ und die »*®, dargestellt. Das an der x — 1^^ Fläche gebrochene 

Bündel sei PQÄ' mit dem 
Bildpunkte Ä\ während 
dieses Bündel die x^ Fläche 
j^ ^'"•*--...,,^ in P'O' treffe. Die von Q 

und Q' auf den Strahl PÄ' 
gefällten Lote seien QE 
und Q'E'. Unter Bei- 
^\ behaltung der bisher ge- 

brauchten Bezeichnungen hat 
man dann: 

<PQE=i:,.i, 

<p'QrE'=^K, 

da die Schenkel des Winkels PQE normal auf den Schenkeln des 
Wiükels t'x-i und die Schenkel des Winkels P'Q'E' normal stehen 
auf den Schenkeln des Winkels tx* 

Weiter ergibt sich aus der Figur 46 

QE ^ ds^^icosi^-i f 
Q'E' = ds^cosi^ . 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke A'EQ und A^E'Q' ergibt sich 
dann weiter 

Q'E' __ in __ ds^co8i,c 
QE ~~^^.i~ rf5K-iCost;;_i 
oder 

ds^ t^ COSix_i 




(252) 



ds^.i /;_i costx 



f ST. Bedingung der Eomafreiheit^ 
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da QA^ = PÄ' ja unendlich nahe Strahlen sind, also 

und 

P'Ä' = Q'A'^L 

gesetzt werden kann. 

Die Beziehung (252) gilt stets für zwei aufeinander folgende 
Brechungen. Durch sukzessive Anwendung dieser Formel findet man 

ds^ 4 L-i ^ , , cos I,; _ 1 eosij-f cos i{ 
dSi tn-i K-t U cost« coai«_i COS«a 

Smd also in dem Bündel die Schnittweiten t und die Winkel i- 
und i' etwa durch trigonometrische Rechnung bestimmt^ so dient di# 

ds 
Formel (253) zur Bestimmung von -^-^ , wodurch dann der Ausdruck 

■ *i 
unter (251) berechenbar wird. 

Die Größe d{l} m Formel (251) stellt uns die Verschlechterung 
dar, welche an dem Bilde unter dem Einflüsse der Komawirkung durch 
die x^ Fläche bewirkt wird. Man kann nach dieser Fonnel die Ver- 
schlechterung für jede eiazelne brechende Flache sofort hinschreiben, 
indem man in (251) für x alle ganzen Zahlen von 1 bid A setzt. 

Summiert man die so erhaltenen Ausdrücke, so erhält 
man die Gesamtverachlechterung, die durch alle A Flächen 
bewirkt wird. 



§ 87. Bedlngimg der Kotnaft'eilieit. 

Damit die Summe dieser Verschlechterungen verschwindet , in 
dem betrachteten Bündel also die ^^Eoma" aufgehoben ist, hat man 
sowohl für Objekte in endlicher wie auch in unendlicher Entfernung 
nach Unterdriickung konstanter Faktoren die Bedingung: 



(254) 



fc;:-;)"«-«---!»!).-» 



Hat man also im Objektraume einen beliebigen leuchtenden Punkt, 
von dem aus im Hauptschnitt unendlich viele meridionale Strahlen- 
bündel ausgehen, die einen endlichen Winkel füllen und ein beliebiges 
zentriertes System von X brechenden Flächen durchdringen, so gut 
Gleichung (254) für dasjenige Bündel^ das nach der Brechimg durch 
einen komafreien Punkt geht^ d. h. durch einen Pimkt^ in welchem 
sich drei unendlich nahe Strahlen schneiden. Die sämtlichen hier in 
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Frage komttieiideii gebrochenen Strahlen büden bekaontlich eme 
baustiscbe Linie, welche eine Spitze, d, h. eiDen Punkt größter Strahlen- 
dichte besitzt. Diese Spitze ist identtach mit dera Bildpuokte des 
durch Gleichung (254) definierten Bündels. 

Bemerkt sei hier, daß man Gleichung (254) gewohnlich so weiter 
transfonniert hat, daB man die darin auftretenden Sinusse und Kosinusse 
der Strahlenneigungen in Reihen entwickelte imd schließlich alle höheren 
Potenzen als die zweiten vernachlässigte. Indem man dann femer 
fonlert, daß Gleichung (254) für alle StFähleubündel von der an* 
genommenen geringen Neigung gilt, gelangt man zu einer Beziehung 
zwischen den Konstanten (Badien, Brechungsexponenten usw.) des 
Sy Sternes, welche als jj'raunhof ersehe Bedingung** in der Literatur 
bekannt ist So grundlegend diese Beziehung für die Konstruktion 
von Femrohrobjektiven ist, so hat sie doch für photographische Objektive 
keine Bedeutung wegen der relativ groBen Öffnung und des großen 
Gesichtafeides der letzteren. Aus diesem Grunde sehen wir auch von 
einer näheren Darstellung dieser Bedingung hier ab* 




§ 88. Ein einfaches Beispiel. 

Wir wollen die Gleichung (254) zn dem Zwecke benützen ^ nm 
bei weit geöfineten Systemen, wie es die meisten photographischen 
Objektive sind^ die Spitze der im Bildraume sich entwickelnden kau- 
stischen Fläche und damit das wirkliche Äquivalent für einen Bild- 
punkt auEzusuchen. 

Um jedoch die allgemeinen Betrachtungen zu erleichtem, wollen 
wir die betreflenden Verhaltnisse zunächst an einem einfachen Bei- 
spiele erlautem. 

Vorher wollen wir jedoch noch darauf hinweisen, daß ein System 
nnter sich paralleler Strahlen, die auf eine brechende Kugelflüche 
fallen, nach der Brechung eine kaustische Fläche bildet, deren Spitze 
auf demjenigen Strahle liegt, der ungebrachen hindurchgeht, der also 
vor der Brechung durch den Mittelpunkt M der Kugel geht Bei 
einer solchen Brechung entsteht also stets ein von Astigmatismus 
freies Bildi dessen Wölbung allerdings im allgemeinen sehr ausgeprägt 
ist, da es auf einer Kugelfläche liegt, die um 31 als Mittelpunkt be- 
schrieben ist» 

Wir wollen uns eine plankonvexe Linse vorstellen, die dem Lichte 
ihre plane Seite zuwendet Es fallen von einem sehr entfernten Punkte 
unter endlicher Neigung Strahlen auf die Linse, die natürlich alle als 
unter sich parallel laufend angesehen werden können. Diese werden 
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an der Planfläche gebrochenj behalten jedoch nach der Brechung die 
Eigenschaft, unter sich parallel zu sein, da ja die erste Brechung an 

■ einer Planfiache erfolgte. Die so gebrocheoeD Su^ilen durchdringen 
nun die Linsen Substanz und erleiden beim Austritt aus der Linse 
eine Eweite Brechung* Ee ist in diesem eiDfaehen Falle nun klar, 
daS, wenn wir zunächst uns auf den Hauptachnitt beBchranken, 
derjenige Strahl de& austretenden Bündels die Spitze der Kaustik 
trägt, der die Kugelfläche ungebrochen durchdringt, d< h, durch ihren 
Mittelpunkt M geht. Um diesen Strahl zu flnden, brauchen wir also 
von den sämtlichen einfallenden Strahlen nur denjenigen ausKusucheo, 
der nach der Brechung an der Planfläche durch den Mittelpunkt M 

_ der zweiten brechenden Fläche geht 

I In Figur 47 sei unsere Plankonvexlinse dargestellt. Es sei PC 

I der einfallende Strahl, der nach der ersten Brechung durch M gehen 

■ muß Q 



D 



Tig. 47. 



muß and also in Richtung von MD verläuft, wo ilf jD = r der fiadiua 
der durch S gehenden zweiten Linsenflache ist. Dieser letztere Strahl 
ist, wie schon ausgeführt, der Träger der kaustischen Spitze und er- 
leidet an der zweiten Fläche keine Brechung, 
Wir setzen 

MS^MD^r, AS^d, AB^x^, AC==h, 
<ABC^u, <AMC^ u\ 

Dann folgt aus Figur 47 



tg« = - ^ tg«' 



h 



r-rf' 



tgw'_ x^ 



Glelcbeit, Photogr*pliische Optik, 
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oder: 

(255) a:, = (r-d)^. 

Zwischen u und u' besteht noch die Beziehung 

(256) sint« » n siof«' , 

wenn n der Brechungsexponent der Linsensubstanz ist. 
Gleichung (256) kann man auch schreiben 

tgM' = 



"^n^ — sinw* 
und Gleichung (255) wird 

(r — d) cosu 



(257) x^ 



j/n«- 



sinti' 



Wenn also die Neigung u der einfallenden Strahlen gegeben ist^ 
so liefert uns Gleichung (257) den Abstand x^ des Punktes B von 
der Planflache, durch den deijenige Strahl geht, welcher nach der 
Brechung die Spitze der Kaustik in sich trägt Dieser Strahl — in 
Figur 47 PC — ist also der wahre HauptstrahL Um ihn jedoch 
nicht mit den früher definierten Hauptstrahlen zu verwechseln, wollen 
wir ihn den zu der Neigung u gehörigen Fundamental- 
strahl nennen. 

Wenn wir nun B zum Mittelpunkte der Aperturblende wählen 
würden, so fiele allerdings Hauptstrahl und Fundamentalstrahl zu- 
sammen, jedoch nur für die Neigung u . Wir erkennen also, daß die 
Theorie der Eintritts- nnd Austrittspupille für Systeme endlicher 
öflhung allgemein nicht mehr gültig ist. Wir nennen den Punkt B 
den Mittelpunkt der natürlichen Blende und können den Sati 
aussprechen : 

Der Mittelpunkt der natürlichen Blende wandert auf 
der optischen Achse, wenn man zu Bündeln verschiedener 
Strahlenneigungen übergeht 

Unter Voraussetzung von Paraxialstrahlen gibt Gleichung (257) 

r — d 

(258) Xi = 



n 



Um ein Beispiel zu geben, setzen wir n = l,5, dann liefert 
Gleichung (258) 

Xj^ — (r — d)0,66. 
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Hätten wir dagegen in Gleichung (257) w = 30** gesetzt, so hätten 
wir erhalten: 

Bei einer NeigungSÄndening der Winkel von 30^ nach oben und 
unten, d* h, bei einem objekt«eitigen Gesichtefeld winke! von 60*, 
wandert also die natörliche Blende nur um {r — d) 0,05 . Ist z. B. 
r = 10 cm uiid d = l cm, so beträgt diese Differenz 0,45 cm, bleibt 
also innerhalb geringer Grenzen. 

Die Tatsache, daß der Ort der natürlichen Blende sich für relativ 
starke Strahlenneigiingen nur wenig verschiebt, ist von großer Wich- 
tigkeit für die photographisehe Optik. Denn infolgedessen können 
wir mit großer Annähemng an Stelle des wandernden Ortes einen 
festen setzen. 

Entwickelt man nämlich den cosw und sin» in Gleichung (257) 
in eine unendliche Reihe, so erhält man unter Vernachläßsigung höherer 
Potenzen von u als der vierten: 



r-d {, u^\ 



Vernachlässigt man nun auch noch t**^ so geht die letzte Gleichung 
in die Gleichung (258) über, welche also den Mittelpunkt der natür- 
lichen Blende festlegt und zwar gültig unter Vernachlässigung erst 
vierter Potenzen der Strahlenneigungen* 

Während also die Theorie der Strahlen begrenzung, wie sie durch 
die Definitionen der Aperturblende, Eintritts- und Äustrittspupille ge- 
gegeben ist, keinen Hinweis liefert, welcher Punkt der Achse als 
Mittelpunkt der Aperturblende zu wählen ist (weil im paraxialen Ge- 
biete tatsächlich alle Punkte in bezug auf die daraus resultierende 
Strahlen Vereinigung gleichberechtigt sind), lehrt die Theorie der 
natürlichen Blende und der Fun da mental strahleu diesen für die Blende u- 
stellung und für die trigonometrische Durchrechnung wichtigen Punkt 
kennen. 

Wie schon oben ausgeführt, berechnete man bisherj um sich über 
-den astigmatischen Zustand eines Objektives zu unterrichten, den Ver- 
lauf einer Anzahl Hauptstrahlen unter mehr oder minder wiUkürlicber 
Annahme des Ortes der Aperturblende und stellte auf diesen Haupt- 
strahlen im Bildraume die Lage der meridionalen und sagittalen Bild- 
punkte fest, in dem Glauben, daß diese Punkte nun wirklich die 
Stelle größter Strahlendichte wären. Welchen Irrtümern man jedoch 
ausgesetzt ist, wenn man die Lehre von den Fundamental strahlen 
>nicht berücksichtigt, zeigen die folgenden Betrachtungen* 

10* 




148 Kapital 9. Die natüdiehe Blende und die Abbildung usw. 



In dem von uns gewählten Beigpiel emer plankonvejten Lmse 
fällt das Bündel der unter eich parallelen Strahlen auf die hintere 
Linsenfläche. Wir haben bereits bemerkt, daß in diesem Fälle für 
jede Xeiguog der einfallenden Strahlen im Blldraume ein« eiafacbe 
kauetiscbe Fläche mit einer ßpit^e ejdstiert Diese Spitzen liegen auf 
einer KugeMäebe mit dem Mittelpunkte M (Fig. 47). In der jet^ 
üblichen Terminologie wunde man also sagen müssen; Die plan* 
konvexe Linse liefert unter der Voraussetzung großer Blen- 
d«o ein gewölbtes^ aber von Astigmatismus freies Bild. 

In den F^ren 48, 49, 50 ist der astigmatische Kormktions* 
zustand für eiu und dieselbe plankoDvejce linse graphisch dargestellt, 
wie er sich et^ibt^ wenn man verschiedene Achfu^npunkte als Kreazungg- 
punkte für die Hauptstrahlen wählt. 

Zugrunde gelegt sbd die Daten 

d = 8,6, r 51,79, «=1,5179, 

die Brennweite der Linse ist gleich 100. (Vgl. auch § 115 — 117.) 

Zunächst ergibt sich aus Gleichung (258) der Ort des Mittel- 
punktes der natürlichen Blende 

j?i = 28,454 , 

F%ur 48 zeigt den Fall^ daß die Hauptstrahlen durch den Mittel- 
punkt der natürlichen Blende gehen, zur Durchreclmung also Funda- 
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mentalstrahlcn verwandt sind. In der Tat eipbt sich, wie es sein 
muß, ein von Astigmatismus freies, entsprechend gekrümmtes Bild- 
Figur 49 zeigt den Fall, daß die Hauptstrahlen durch den Punkt 
gehend angenommen werden, in dem die optische Achse die plan- 
konvexe Linse durchstößt. Es ergeben sich zwei astigmatische Flächen, 
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voü denen die meridiona!« gestrichelt, die sagittale ausgezogen ist* 
Diese Flächen würden in der Tat sich zeigen^ wenn im Kreuzungs- 
punkte der Stralalen eine unendlicii enge Blende stände. Aber 
jene Flächen i-epriisentiei-en nur eine Menge von BLtdpunkten von 
ganz untergeordneter Strahlen Vereinigung, wie sie sich abgeits voq den 
Spitzen in der weiteren Ausdehnung der kaustischen Flächen zeigen. 
Bei einigermaßen weiter geöffneten Blenden, wie sie in der Praxis fast 
immer vorhanden gind, wird von diesen astigmatiacheo Flächen keine 
Spur sich bemerkbar machen. Es werden dann vielmehr die Spitzen 
der katistiscben Flächen mit ihrem höheren Grade der Strahleo- 
vereinigung als Bildpunkte sich geltend machen (gemäß Fig* 48)» Ein 
noch mehr von der Wahrheit abweichender Korrcktionszustand ergibt 
sich, wenn man, wie dies Figur 50 eriäutert^ den Kreuzutigspunkt 
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der Haaptstrahleu nach rechts von der Linse verlegt, d. h, eine 
Hinterblende verwendet. Hier sieht man eine starke Trennung der 
beiden astigmatischen Bildflächen, die den wahren Sachverhalt bei weit- 
geofitnetem Systeme gar nicht darstellen. Die Ausfuhrung der Figuren 48 
biß 50 verdanke ich der Liebenswüi-digkeit des Herrn Dn H* Harting 
in Eraunschweig (Voigtl ander & Sohn), 

Diese Beispiele werden gen (igen, um die Bedeutung der Funda- 
mental strahlen kenntlich zu machen, und lassen es gerechtfertigt 
eraeheinen, daß man einer graphischen Darstellung mit beliebig an- 
geuonuneneni Kreuzungsp unkte der Hauptstrafale n mißtrauisch gegen- 
übersteht. 

Insbesondere ist dies IVlißtrauen bei sehr unsymmetrischen Systemen 
gerechtfertigt, w^iihrend man bei symmetrischen Systemen den Symmctrie- 
punkt als Ausgangspunkt für die Kechnung annehmen kann, da dieser mit 
dem Mittelpunkte der natürlichen Blende nahezu übereinstimmt. Bei der 
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trigonometrischen Durchrechnung von Teleobjektiven z. B. erhalt man 
durdi die Verwendung der Fundamentalstrahlen uberiiaupt erst die 
genügend gesicherten Anhaltspunkte. 

Wenn audi unsere, an einen speziellen Fall angeknüpften Be- 
trachtungen direkt für photographische Objektive nicht verwertbar 
sind, weil man eine Plankonvexlinse selbst als Landschaftslinse nicht 
verwenden wird, so zeigen sie doch das Wesen der natürlichen Blende 
und die Bedeutung der Hauptstrahlen recht anschaulich. Wir gehen 
jetzt dazu über, unsere Betrachtungen zu verallgemeinern und auf ein 
beliebiges zentriertes System auszudehnen. 



§ 89. Umformmig der Bedingmig für die Komaflreilieit 
auf Paraxialstrahleiu 

Wir gehen jetzt wieder auf die Gleichung (254) des § 87 zurüde 
und wollen zunächst für achsennahe Strahlen denjenigen Punkt suchen, 
durch welchen die Strahlen gehen müssen^ welche nach der Brechung 
durch das System die Trager der kaustischen Spitze sind. Wir lassen 
zu dem Zwecke alle in dieser Gleichung vorkonunenden Großen für 
das paraxiale Gebiet gelten^ können dann also die Kosinusse der Nei- 
gungen gleich der Einheit und die Sinusse gleich den zugehörigen 
Bögen setzen. Die einzelnen in den Summanden der Gleichung (254) 
voikommenden Faktoren werden dann: 

1. zufolge Gleichung (253) in § 86 wird, wenn man statt der 
Schnittweiten t jetzt die paraxialen Schnittweiten c gemäß § 76 setzte 

(259) rfgK^ CK-c 1...C, 

indem wir der Kürze wegen für diesen Ausdruck das Zeichen A^ ein- 
führen. 

2. Die Gröäe Q^^'n^sini^^nitSinilt wird in diesem Falle 
w>« t,r = wj^ »i . 

3. Der Ausdruck Ql geht in diesem Falle in die Nullinvariante 
[Gleichung (203) § 76] über. Da sich unsere nächsten Betrachtungen 
nur auf das paraxiale Gebiet beziehen, so können wir bezeichnen: 

« »^(r.-3)-"-(i-i)-«i-e... 

WO der Index c an Q darauf hinweist, daß die paraxialen Schnitl- 
weiten c in Frage kommen. 
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4. Der Ausdruck -^(—^1 geht über in 
(260a) J (--) = -4^ - — = 5^ . 



Formel (254) wird demnach: 



<^»*> S'^j'^-'i^i--''-"' 



H = l 



(261) X^J-ßKQKcn.i. = 0. 

x = l 

Ist nun im paraxialen Gebiete ein leuchtender Punkt gegeben^ 
der jedoch nicht auf der Achse ^ sondern etwa in der Entfernung y 
davon liegen soll, so sind die Größen A^yB^yQ^e vollständig bestimmt, 
da diese nur von den Schnittweiten vor und nach den verschiedenen 
Brechungen, d. h. von den Größen c^ und c^, abhängen« 

Diese Schnittweiten erhält man aber vom Fußpunkte des Lotes y 
ausgehend leicht durch sukzessive Anwendung der Formeln (201) in § 76. 

Gleichung (261) stellt nun einen linearen Zusammenhang zwischen 
den samtlichen Einfallswinkeln i„ dar, welche sukzessive an den auf- 
einander folgenden Flächen entstehen. 

Deijenige von dem gegebenen Objektpunkte ausgehende Strahl, 
dessen sämtliche Einfallswinkel der Gleichung (261) genügen, ist der 
von uns gesuchte: der Träger der kaustischen Spitze nach der Bre- 
chung im Bildraume. 



§ 90. Die natarliche Blende für ein beliebiges 
zentriertes System. 

Wegen der Wichtigkeit des Gegenstandes für die photographische 
Optik wollen wir die Sachlage an einer Figur noch näher erläutern. 

Sei P Q in Figur 51 ein Objekt vor dem brechenden Systeme, so 
gehen, selbst wenn wir uns auf achsennahe Strahlen beschränken, 
von Q unendlich viele Strahlen aus, die allerdings innerhalb eines 
Baumwinkels von geringer Öffnung konzentriert sind. 

Es handelt sich jetzt darum, denjenigen von Q ausgehenden Strahl 
zu finden, der nach der Brechung, als Strahl CD durch die Spitze Q' 
der von Q erzeugten kaustischen Linie geht Insbesondere ist es 
unsere Aufgabe, den Punkt B — den Mittelpunkt der natür- 
lichen Blende im Objektraume — zu finden, in welchem dieser 
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Strahl die Achse ächDeLdot, Es wird sich nämlich^ wie hier vor- 
greifend schon bemerkt sei, ergeben, daß die Lage dieses Piinktea 
unabhängig ist von der Größe des Objektes y = PQ , weni^tens 
unter der Voraussetzung, daß es sich um geringe StrahleoneigTingeo 
handelt, d, h, daß jedem konjugierten Ebeuenpaare ein natürlicher 
Blendenmittelpynkt angehört 

Der Strahl QBCQ* {Fig, 51) ist, wie schon erörtert, vor allen 
übrigen von Q ausgehenden Strahlen dadurch ausgezeichnet, daß seine 
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Einfallswinkel i^ an den Flächen des Systemes der Gleichung 
Genüge leisten müssen* Diese Gleichung (261) muß uns also dazu 
verhelfen, den Piuikt B zu bestimmen. Man kann das gewünschte 
Ziel auf %erschiedenem Wege erreichen. Einen dieser möglicheo 
Wege hat der Verfasser bereits angegeben (Verhandlungen der Phys* 
Gesellschaft, V. Jahrg., Nr. 9, S. 193 u. f.). Die folgende Methode. 
die sich auf die Anwendung zweier schon von Seidel gegebenen 
Sätze stützt^ bietet für die numerische Rechnung vielleicht einige Vor-^ 
teile dar. Ehe wir jedoch dieser Lösung näher treten, wollen wir 
die in der Gleichung (261) auftretende Invariante w^^k einer Ti*ans- 
formation unterwerfen. 



§ 91. Transformation der InTariauten /u/^. 

In Figur 52 sei PAB ein auf die x** Kugel fläche fallender Strahli 
und zwar stellen wir uns darunter denjenigen Strahl vor, der in 
Figur 51 dargesteUt ist und also im Objektraiime durch den Mittel- 
punkt B der natürlichen Blende geht Es sei 31 A ^ r« = S^M der 
Radius dieser Fläche und MAN das Einfallslol Wir setzen, wie 
früher, da wir paraxialen Strahlengang voraussetzen: 

AB = SnB^x^, <FAN^i^^<BAM, 
AS^ = y« , < AMS^ =- 9?« , 




$ 91. Transformation der Invarianten n^i^ . 153 

and bemerken^ daß ÄS^=j^ als eine sehr kleine achsensenkrechte 
Strecke aufgefaßt werden kann, und daß das Zeichen x^ nicht zu ver- 




Fig. 52. 

wechseln ist mit dem früher gebrauchten Zeichen x^ das sich auf die 
von den Brennpunkten aus gerechneten Schnittweiten bezog. 
Es ist nun: 

'H Xu 

also: 

(262) nJ^^j^nA^-^^. 

\'m X^I 

Die Invariante n^i^ stellt sich also dar als die bereits in § 76 
definierte Nullinvariante ^ 

(263) Qkx = ««(t V-) 

multipliziert mit der zugehörigen Einfallshöhe j^, , so daß man hat : 

(264) nJ^^j^Q,^. 
Gleichung (261) wird demnach: 

(265) Z^lB,Q.cQ.J. = 0. 

Wir haben also in Gleichung (265) jetzt zwei verschiedene 
Nullinvarianten. 

Die erste (Q^ e) kann aufgefaßt werden als zu einem Strahl gehörig, 
der vom Fußpunkte P des Objektes y = PQ in Figur 51 ausgeht, während 
die andere (Qxx) einem von Q aus fahrenden, durch den Mittelpunkt 
der natürlichen Blende B (Fig. 51) gehenden Strahl angehört, der also 
im Objektraume von B ausgehend zu denken ist, so daß also in 
Figur 51 BS= x^ die erste Schnittweite wäre. 
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§ 92. Die Seidel sehen Sätze fiber NnlliiiTariaiiteii. 

Für zwei ein vorliegendes System im paraxialen Gebiete durch- 
laufende Strahlen seien die beiden Nullinvarianten: 



(266) 



(267) 



«"-"■(T:-4)-"-(^-i)- 



Demnach ist auch: 
(267a) (?.,-Q.. = „;(J,--L) = „.(i--l-). 

Femer hat man infolge sinngemäßer Anwendung der zweiten d^ 
Gleichungen (201) in § 76 

(267b) Cx = ci-i — ^K-i , ^K ==.«^x-i — ^K-l , 

und außerdem ist 

Wx = wi-i } 
und man erhält sukzessive: 

w^-iCx-i^x-i(.r;;_i — c^-i) 



(268) 



^X-l *^H - 1 ^H **'X 
^X - 1 ^X - 1 



CffXx 



' (Qx-lj X — Vx-1, c) • 



Der Strahl mit den Schnittweiten c^ möge die x^ Fläche in der 
Höhe Äk über der Achse schneiden^ während die analoge Größe für 
den Strahl mit den Schnittweiten x^ durch j^ ausgedrückt sei, dann 
lehrt eine einfache Proportion: 



Cx 



•^x - 1 Jh-1 



K ' 



Xjt 



)" 



und Gleichung (268) wird: 

(269) e,,_g,. = ^!=^L^(Q,.i,,_g,.i,,). 

JH "x 

Analog würde man haben: 

öx-l, X — öx-1, c = -i 1^ (öx-2,x — Qx-t, e) • 

^-l'»x-l 
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Au8 den beiden letzten Gleichungen folgt: 

Qhx — Qhc^ " ' / (Öx-Ä, X — Qk-», e) . 

Fahrt man in dieser Weise fort, so ergibt sich schließlich : 
(270) Q.x - Qkc = TT^iQix- Qi c) . 

Ein weiterer von Seidel entwickelter Satz ergibt sich auf 
folgende Weise: 

In Figur 52 ziehe man A C achsenparallel zwischen der x — 1*®" 
und x^^ Flache. Dann ist 

folglich ergibt eine einfache Proportion an ähnlichen Dreiecken: 

^x-i — ^x _ ^x- l 
Äx-l Cx-l 

Granz analog würde sich für den Strahl mit den Schnittweiten x 
ergeben : 

jx-i — ix ^ d^-i 

)x-\ ^x-l 

Durch Subtraktion dieser Gleichungen entsteht 



Äx-1 Jx'l ^x-i C^-ll 



7-1 

Multipliziert man diese Gleichung mit ^ — und berücksichtigt 

Gleichung (267 a), nachdem man darin den Index x durch x — 1 er- 
setzt hat, so erhält man: 

X^ r^ "^ ^"-1"! — {Qx-i.z — öx-i, ^—, — 

Äx-l Äx ^x Wx-l 

oder unter Benutzung von Gleichung (270): 

Denkt man sich die letzte Gleichung für alle Indizes von 
X^2, 3..., X — 1, X hingeschrieben und addiert, so wird : 

(27.) ^_^+»,^.(e„_e,.)2'j^. 
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§ 93. Bestimmnng des Ortes der natfirlichen Blende. 

Mittels der beiden Seideischen Sätze [Gleichung (270) und 
(271)] gelingt nun die Bestimmung des Ortes der natürlichen Blende 
im Objektraume auf folgende Weise. 

Der Kürze halber setzen wir: 

(272) (?ix~<?ic = -8r 

und bedenken^ daß der Ausdruck -y^ mit dem durch Gleichung (259) 
definierten Ausdrucke Ä^ identisch ist, so daä man also hat: 

(273) ■Äf = ^''- 
Dann liefert zunächst Gleichung (270): 

(274) ;« ^x öx * - Jh ^x Öx c = A ^ 

und Gleichung (271)^ nachdem man sie auf beiden Seiten mit -A 
multipliziert hat: 

A = x 






oder, wenn wir 

A = S 

setzen : 

(276) h-^Ä, + A,zC^. 

Ji 

Aus Gleichung (274) und (276) folgt: 

/x^xÖxx _ ^^^ ^ ^^^ Q^.Q.. = z 
h 
oder: 

Ji 

j 

Setzen wir diesen Wert fur'v^xöxx in Gleichung (265) ein, 

Ji 
nachdem wir diese durch die in bezug auf x konstante Größe ;\ divi- 
diert haben^ so erhalten wir: 

(277) ^AlB^Q.c[ÄlQ.c + !i{l + Äl CQ«,)] = 0, 
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wo die SummieruDg von x = 1 bis x = m auszudehnen ist, wenn das 
System aus m brechenden Flächen besteht. 

Die Gleichung (277) ist linear in bezug auf die Un* 
bekannte e. Ist die letztere bestimmt, so folgt Qi« aus 
Gleichung (272): Qix — Qie = ^ und dann die gesuchte Ent- 
fernung Xi des Mittelpunktes der natürlichen Blende im 
Objektraume aus der Gleichung 

(278) e,, = „,(l_l). 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt noch: 

oder für Cj = oo und «i = 1 : 

_ 1 

Die Großen A^t, ^xi Qhcj C^ sind bestimmt durch die 
Gleichungen (259), (260a), (260), (275). Bemerkt sei noch, 
daä das Symbol C^ den Wert 0, das Symbol Ä^ den Wert 1 hat. 

§ 94. Einige spezielle Fälle. 

1. Die plankonvexe Linse. 

Wir wollen ein unendlich fernes Objekt, also q = cx>, annehmen 
Setzen wir dann noch eine plankonvexe Linse, also r^ « oo, voraus, 
so ist Qie = . Zur Bestimmung von x^ hätten wir die Gleichung (277) 
für den Lidex x = 1 und x = 2 hinschreiben müssen. W^en Qi^ = 
reduziet;^ sich die Summe auf das eine Glied: 

(279) ^Qac + z{l + ÄlC, Q^c) = . 

Es ist aber wegen Qic = auch Ci » oo und zufolge der Gleidiung (267b) 
S. 154 auch Cj == c». Folglich wird 

während ci durch die Gleichung 

r^ Vr, ci/ 

bestimmt ist 
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A2 ^—^ ergibt sich in diesem speziellen Falle aus Gleichung (259) 

gleich ^, hat also einen unbestimmten Wert Die Anschauung lehrt 
aber unmittelbar, daß A^= 1 ist. 
Aus Gleichung (275) folgt 

n ^i ^ 





* n^A^A^ Wj • 


Gleichung (279; 


) liefert also: 






woraus 




oder 


n, + e{r^+d,) = 




r, + rf. 


folgt Nun ist nach Gleichung (272) 




0, — ff ! - ^ \ 






und also nach < 


Gleichung (278), wegen r^ =00, 




w, n. 


also 


r^ + d, x^' 


(280) 





eine Gleichung, die mit der Formel (258) 8. 146 übereinstimmt, wenn 
man hier den vorausgesetzten Sinn der Zählung berücksichtigt 

2. Fall, daß man die Dicken vernachlässigen kann. 

Kann man in einem Systeme die Dicken vernachlässigen , so ist 
ersichtlich -4^ = 1 und C« = . 

Gleichung (277) ergibt in diesem Falle: 

2Äg.((?, + 5)=0 
oder 

(281) ,.-±JL}^. 
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3. Fall einer einzigen dünnen, von Luft umgebenen Linse. 
Hier hat man zunächst: 



und Cj = Ci . 
Bezeichnet man mit n den Brechungsexponenten der Linse^ so ist 
^ =wi= 1, 
ni = n^ = n . 
Setzt man dann femer noch: 

mid setzt weiter noch a = oo, b =^ f, nimmt also an, daß das Objekt 
sehr entfernt sei, dann wird: 

1 1 ^«-1 

ei" c," nri ' 

^/J_\ J 1 _«-! 

Xneli^ nid »i^i «*ri ' 

Setsen wir z. B., um noch ein ein&ches Zahlenbeispiel za geben: 

n = f , 



und also 



also wird: 

(282) « = - 
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80 ergibt eich 

also wird 





1» 




8 + tV 
8 + i 

' = -« 


128+1 
128 + 4 


129 
^132 


43 
~44' 




Femer ist: 


öi. 


-exe = 


e, 






also 















Ferner war nach Gleichung (278) 



also ist: 



«,.-.(i-i), 



A = i-^; :^ = i-i^c = f2; ^i = iiV 



Bei einem Meniskus von der Brennweite 4 und dem Brechnngs- 
exponenten 1,5, dessen erste Fläche doppelt so stark gekrümmt ist 
als die zweite, liegt al^o der Mittelpunkt der natürlichen Blende um 
1748 Dach rechts vom Scheitel entfernt Die Gleichung (282) stimmt 
übrigens mit der vom Verfasser 1. c entwickelten überein, obschon 
sie in der Form sehr abweichend ist. 
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§ 95. Bedingnng für die Orthoskopie. 

Wenn man das Bild, das ein photographisches Objektiv entwirft^ 
auf einer Mattscheibe auffängt, so kann es eine ganze Anzahl dioptrischer 
Mängel zeigen, wie Astigmatismus^ Koma^ sphärische Aberration usw. 
Wir wollen nun einen bestimmten Mangel, den man „Verzeichnung" 
nennt, isolieren und die Bedingung für seine Hebung angeben. Unter 
Verzeichnung versteht man die Erscheinung, daß das Bild dem Objekte 
nicht ähnlich ist, was sich insbesondere dadurch dokumentiert, daß 
gerade Linien im Objektraume als krumme Linien auf der Mattscheibe 
erscheinen. Wählt man als Objekt ein System paralleler Geraden 






Fig. 68. 



Fig. 54. 



Fig. 56. 



(Fig. 53), so können die von der Mitte des Feldes entfernteren Ge- 
raden entweder konkav (Fig. 54) oder konvex (Fig. 55) gekrümmt 
sein. Ln ersteren Falle nennt man die Verzeichnung „kissenförmig^^, 
im anderen „tonnenförmig". 

Bei einem unscharfen Bilde auf der Mattscheibe kann man im 
Zweifel sein, wie man dort überhaupt den Begriff „Bi'dpunkt" defi- 
nieren soll. Wir wollen ihn als den Punkt bezeichnen, in welchem 
ein Fundamentalstrahl bei weitgeöfiheter Blende, oder bei sehr 
enger Blende auch ein Hauptstrahl im gewöhnlichen Sinne, die Matt- 
scheibe durchstößt. Ob dieser Punkt optisch wirklich vorhanden ist, 
oder ob er nur die Mitte eines durch sphärische oder astigmatische usw. 

Gleichen, PhotographiBche Optik. 11 



162 



Kapitel 10. Orihoskopie und Helligkeit. 



AbweichuDgen erzeugten Zerstreuungskreises ist^ bleibt für unsere 
Zwecke belanglos. 

Seien nun in Figur 56 R und R' die Mittelpunkte der (EP) und 
(AP); und nehmen wir an, daß R und R' aberratLonsfi:«ie Punkte 
seien y sei femer PQ1Q2 ein achsensenkrechtes ebenes Objekt, so 



^ 


\ 










Q, 


-^. 










T>^ 


fL. 


21 


cAciA 


/" 




Oi e^ 




"^ 


=*^ 





Flg. 5a 

werden, falls die Aperturblende mit der natürlichen Blende zusammen- 
fällt, Qi R und Q2 -^ objektseitige Fundamentalstrahlen sein, denen die 
bildseitigen Fundamentalstrahlen R'Ql und R'Q% entsprechen. 

Sind femer P und P' konjugierte Achsenpunkte und P' zugleich 
der Punkt, in dem die Achse die Mattscheibe durchstößt, und setzt man 

<PRQ,^w,, <P'R'Q[ = w[, PQ^^y^y P'Qi^yi, PR^S, 
<PRQ,=^w,, <P'R'Qi = wi, PQ.^y,, P'Qi=-yi, P'R' = (', 
so hat man, wie ein Blick auf Figur 56 lehrt: 



t«t<;i = ^ , 



h 

f 



^^l = j.. 



tgti^.=f , 



tgwi 



yi 



Indem man eine größere Anzahl von Objektpunkten betrachtet, 
könnte man diese Gleichungen in beliebig großer Anzahl aufstellen, 
man hätte dann die Indizes 1, 2 entsprechend zu vermehren. 

Damit Objekt und Bild auf der Mattscheibe in den einzelnen 
Teilen ähnlich sind, müssen offenbar die Quotienten 



usw. 



yi_ yi_ Vl^ 

yi ' y^' Vs 

einander gleich sein« Unter Berücksichtigung der letzten Gleichungen 
erhalten wir demnach: 

f tgwi f tgWg"" f tgt<78 



usw. 
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163 



Da der Quotient — - von den Neigungen der FimdamentalBtrahlen 

f 

unabhängig ist» 80 folgt als Bedingung för die „Ve rz eich nun gs - 
f reih ei t" oder Orthoakopie, daß die Quotienten aus den Tan- 
genten der Neigungen der Fundamentalstrahlen im Objektmunje und 
Bildraume konstant sein müssen. Nennt man aUgemeiii diese Nei- 
gungen w und w% so hat raan also die Bedingung 

tgw' 

-^ — - ^ const 
tgi^ 

für alle Werte von w^ und ?r. 

Die KoDstante auf der rechten Seite dieser Gleichung können 
wir leicht durch die Bemerkung bestinmienj daß diese Gleichung auch 
für paraxiale Strahlen gelten muß. 

Für diesen Fall geht aber -r- — in — , i h. in das Konvergenz- 
^ tgw w , ^ 

»1 
Verhältnis in den Pupillen über, das den Wert - ; -^ hat, wenn n 

und n* die Brechungsexponenten im Objektraume und Bildraunie und 
B die Vergrößerung in den Pupillen bedeutet Findet die Abbildung 
mittels Fundaraentalstrahlen statt, so i^t natürlich B das Vergroßerungs- 
verhaltnis im Mittelpunkte der natürlichen Blende im Objektraume 
und in dem durch das ganze Sygteni erzeugten Bildpnnkte dieses 
Mittelpunktes. 

Die Bedingung für die Orthoskopie wird also ; 



<283) 



tg|£^ 



n' B 



Die Form dieser Gleichung erinnert an die Sinusbedingung, 
welche letztere jedoch, wie früher ausgeführt , in dem Objekt- und 
BUdpunkt [P und P' in Fig. 33) erfüllt sein muß. Im para^ialen 
Gebiete werden beide Bedingungen identisch und fallen mit dem 
Lagran gesehen Satze zusammen. Ist das oben angegebene Tangenten- 
verhfiltnis nicht konstant, so ist entweder kissenförmige oder tonnen- 
formige Verzeichnuug vorhanden, je nachdem dieses Verhältnis nach 
dem Rande hin zu- oder abnimmt 

Ist ilie bei unseren Entwicklungen vorausgesetzte Aberrations- 
freiheit in den PupUlen nicht vorhanden, so treten infolgedessen 
Verzeiehnnngsfehler auf» selbst wenn die Bedingung (283) erfüllt iat. 
Diese Abweichungen sind jedoch meist so gering, daß sie vernach- 
lässigt werden können. Daß man, für einfache Landschaftslinsen diese 
JCorrektion immer ausführen kann, wurde schon S. 65 bemerkt. 
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§ 96. Orthoskopie symmetrischer ObjekÜTe. 

Bei symmetrischen Objektiven sind, wie wir unten noch 
zeigen werden (§ 99)^ die durch den Symmetriepunkt gehenden Haupt- 
strahlen als Fundamentalstrahlen aufzufassen. Für diese Hauptstrahlen 
ist immer w=w\ Ferner ist hier ersichtlich B=l und n = n\ 
Es ist demnach die Gleichung (283) identisch erfüllt 

Abgesehen von den Aberrationen in den Pupillen sind 
also symmetrische Objektive frei von Verzeichnung. 



§ 97. Zerstrenongskreise und Tiefe. 

Sei in Figur 21 S. 46 L' der Punkt, in welchem die optische Achse 
die Mattscheibe durchstoßt, so erscheint auf der Mattscheibe das 
Bild des Gegenstandes scharf abgebildet, der sich in der zur Matt- 
scheibe konjugierten Ebene im Objektraume befindet, die etwa durdi 
den Punkt L der Achse gehen möge. Alle übrigen Punkte des 
Objektraumes können auf der Mattscheibe nicht scharf erscheinen, 
sondern werden nur sichtbar durch Zerstreuuugskrcise, die sie erzeugen. 
Sei nun Q ein solcher beliebig gelegener Punkt im Objektraume, der 
also vor oder hinter der durch L gehenden achsensenkrechten Ebene 
liegt, so kann man mittels der Punkte R und R^ leicht den Mittel- 
punkt des zu Q gehörigen Zerstreuungskreises auf der Mattscheibe 
finden. Zu dem Zwecke ziehe man QR und messe den Winkel 
QRL = w. Dann trage man den Winkel w ' F, wo F das Konver- 
genzverhältnis in den Pupillen ist, von R' nach unten ab. Der freie 
Schenkel R'Q' durchstößt die Mattscheibe in dem Mittelpunkte des 
gesuchten Zerstreuungskreises. 

Wir berechnen jetzt den Radius 

des Zerstreuungskreises, der von einem Punkte P auf der Achse 
herrührt. 

Aus Figur 21 ergibt sich sofort: 

(284) rL^^L^P: 

Berücksichtigt man, daß PiJ = f, F'R'= f' und L'P'=^ f'— m' 
ist, wo m' die Entfernung der Mattscheibe von R' bedeutet und 
A'W= q' der Radius der (AP) ist, so liefert Gleichung (284) 

,285) ;..«'=?1?'-. 
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Bezieht man die konjugierten Punkte L, L' und Pj F' auf die 
Brennpunkte des Systemes und nennt die zugehörigen Schnittweiten 
/, V resp. Xf x\ so bestehen bekanntlich folgende Beziehungen. 
(Vgl § 33.) 



(285 a) 



JJ 



Mit Hilfe dieser Beziehungen kann man der Gleichung (285) 
die Form: 



(286) /. = /-^^ " 



f '^ 

geben ^ wobei noch daran erinnert sei, daß das Vergrößerungs- 
verhältnis B in den Pupillen mit den Badien q und q^ der (EP) und 

(AP) durch die Gleichung ^ = B verbunden ist. 

Solange der Durchmesser 2^ so klein ist, daß ein die Matt- 
scheibe aus der gewohnlichen Sehweite betrachtendes Auge den Zer- 
streuungskreis noch nicht als ausgedehntes Objekt, sondern nur als 
Punkt wahrnimmt, wird auch das betreffende mittels Zerstreuungs- 
kreisen abgebildete Objekt scharf erscheinen. Diesen Vorgang be- 
zeichnet man als „Tiefe*' des Objektives. 

Man kann annehmen, daß ein normales Auge in der Entfernung 
von 250 mm ein Objekt noch punktförmig sieht^ wenn es unter einem 
Sehwiukel erscheint, der kleiner ist als eine Minute. Im Grenzfalle 
besteht also die Gleichung: 

woraus 

2^ = 250.0,00029 
oder 

(287) 2^ = 0,07 mm 

folgt. Setzt man diesen Wert f Qr 2 /i in Gleichung (286) ein, so kann 
diese Gleichung dazu dienen, fQr einen gegebenen Punkt L\ d. h. für 
eine gegebene Einstellung des Objektives die Entfernung x desjenigen 
Punktes P zu bestimmen, der gerade noch scharf auf der Mattscheibe 
zur Abbildung gelangt. 
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Wir beschränken uns jedoch hier auf die Betrachtung des prak- 
tisch wichtigsten Falles^ daß die Mattscheibe mit der Fokalebene 
zusammenfallt, also { = cx> zu setzen ist Aus (286) folgt dann : 

oder, wenn man q' = qB setzt: 

fe 



i« = 



^ + i 



Zufolge der Gleichungen (285 a) auf S. 165 ist jedoch der Nenner 
der letzten Gleichung nichts anderes als die Entfernung des gesuchten 
Punktes P vom Mittelpunkte R der (EP). Man erhält also unter 
Berücksichtigung von (287) 

0,035 = -^- 



oder 

(2««) ^ = 0^-5' 

d. h. alle Objektpunkte, die weiter als f entfernt sind, werden scharf 
auf der Mattscheibe abgebildet. 

Man erkennt also, daß die Tiefe photographischer Ob- 
jektive nur von der Brennweite und von der Öffnung abhängt, 
vom Konstruktionstypus aber ganz unabhängig ist - 

Ist z. B. f= 200 , ß = 10 , so hat man 

^ 2000 ^^ 

^ = ö;ö35 = "°^- 

Will man die „Tiefe T'^ mathematisch definieren, so muß man 
sie der Größe f in Gleichung (288) umgekehrt proportional setzen und 
hat, wenn c eine Proportionalitätskonstante bezeichnet 

d. h. die Tiefe ist umgekehrt proportional dem Produkte aus Brenn- 
weite und Durchmesser der (EP). 
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§ 98. HeUigkeit 

Um die Helligkeit der Bilder auf der Mattscheibe in verschiedeDen 
Entfernungen von der Achse zu berechnen^ müssen wir die ver- 
einfachenden Annahmen machen, daß die Flächen der (EP) und (AP) 
kleine Größen seien, und daß die Bildwölbung und Verzeichnung auf- 
gehoben seien. 

Im Objektraume befinde sich nun (Fig. 57) auf der achsensenkrechten 
Geraden FL das Linienelement AL, dessen Bild A'L' auf der Matt- 



^^[ 




Fig. 67. 

Scheibe ebenfalls achsensenkrecht seL Gibt man nun der Hauptebene, 
in der sich AL und A'U befinden (d. h. der Papierebene), eine un- 
endh'ch kleine Drehung dtp um die optische Achse, so gelangt AL 
nach NK und J.'L' nach N^K\ Das objektseitige Flächen- 
element A L NK = dq wird dann als Bild das Flächenelement 
A'L'N'K' ^dq' auf der Mattscheibe haben. Die Pupillenmitten 
bezeichnen wir mit 12 und B/ und setzen 

< ABT =w, < A'R'P' - w' . 
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Dann ist e = Stgw, während J.^ als Bogen eines kleinen 
Kreises vom Radius e auffaßt werden kann und also den Wert 
AN = ed\p hat. Das Element AL muß als die Zunahme von PA=^e 
aufgefaßt werden und denmach mit de bezeichnet werden. 

Es ist also: 

dq = AJS • AL = edxp • de = f*tgwd(tgw)dv^ , 
dq = \^^ d{igw^) dtp . 
Ganz analog ergibt sich: 

dq'=iS'^d{tgw'^)dtp 
und durch Division findet man: 

dq (Syditf^w^) 



f-(f) 



dq' \f7 ditgw^*)' 

Nach den Prinzipien der Photometrie strahlt von einem Flachen- 
element dq innerhalb eines Raumwinkels dii und zwar in einer um tr 
zur Normalen des Flächenelementes geneigten Richtung eine Licht- 
menge 

(290) dL = xdqdiif{w) 

aus^ wenn f{w) das Emanationsgesetz angibt, d. h. denjenigen Bruch- 
teil des Lichtes bestimmt^ welcher in der durch w charakterisierten 
Richtung ausstrahlt. Die Große x — die sogenannte spezifische In- 
tensität — kennzeichnet die absolute Helligkeit von dq unabhängig 
von dem Gesetze der Ausbreitung der Strahlung und kann bei unseren 
EIntwicklungen als konstant angenommen werden. 

Die Lichtmenge dL dringt nun von dq aus durch die Öffnungen 
der Ein- und Austrittspupille hindurch, die wir mit dk und dX^ be- 
zeichnen wollen, und beleuchtet das Element dq' auf der Mattscheibe, 
wenn wir von der Absorption durch das Glasmaterial absehen. Als 
Helligkeit h in dq' definieren wir nun diejenige Lichtmenge, welche 
dort auf der Flächeneinheit vorhanden ist Da die I^ichtmenge dL auf 
die Fläche dq' übertragen wird, so befindet sich auf der Flächen- 
einheit von dq' die Menge -^—ry und man hat: 

(291) h^^^.^äüfM. 

Denken wir uns nun einen unendlich dünnen Strahlenkegel, der 
seine Spitze in irgend einem Punkte von dq hat und dessen Basis 
die Fläche der (EP) = dk ist, und schlagen wir lun die Spitze dieses 
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Kegels eine Kugel mit dem Radius Eins^ so hat der Teil dieser Kugel- 
flache, der innerhalb des Kegels liegt, die Größe dQ. Beachtet man 
femer, daß dieser Kegel bei R einen Querschnitt gleich dlco8W hat, 
so ergibt eine einfache Proportion: 

dX COBW AR^ 



dii 1 

woraus wegen ÄR = folget : 

^ cosu^ ^ 

(292) dQ^-^^^^. 

Analog ist: 

dX^costv^^ 



(293) dii' = 



f/2 



Mittels der Gleichungen (289), (292), (293) läßt sich jetzt der 
Ausdruck (291) für die Helligkeit auf der Mattscheibe in dq' 
schreiben : 

(294) Ä = x(-) äX^^--^m. 

Da wir annehmen, daß das System orthoskopisch ist, so muß 
gemäß Gleichung (283) S. 163 sein, wenn wir noch die Brechungs- 
ezponenten im Objekt- und Bildraume einander gleich setzen: 

wo B das Vergrößerungsverhältnis in den Pupillen bedeutet. 

Aus (295) folgt durch Differentiation, da jB als Konstante auf- 
zufassen ist: 

und Gleichung (294) liefert, wenn wir noch die Beziehung 

(297) 
beachten, 

(298) h = ?c^^cosw^f{w). 

Nehmen wir das Lambert sehe Emanationsgesetz als gültig an, 
so ist 

(299) /•(«?) = cos *i;, 



(297) f = 5« 
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imd Gleichung (298) wird: 
(300) Ä 



«^^ cos «7* 



Hiernach ist also die Helligkeit auf der Mattscheibe 

1. proportional der Fläche der (AP) und der vnerteu Potenz des, 
Kosinusses der objektseitigen Strahlenneigungj 

2. umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung der (AI 
von der Mattscheibe, 

Für die Mitte der Mattscheibe ist w= 0, und Gleichung (300) 
liefert 



(301) 



dX' 



Wir wollen jetzt unsere Gleichungen noch auf den praktisch 
wichtigsten Fall umformen, daß sich das Objekt in großer EntfemuDg 
befindet* Wie ein Blick auf die Figur 21' S. 46 lehrte geht f ' in diesem 
Falle in die dort mit .r^ bezeichnete Größe überj die nach Glei- 
clmng (53a) S- 47 gleich fB ist, wenn wir noch die vordere und 
hintere Brennweite des Systemes einander gleichsetzen, Gleichung (300) 
liefert jetzt 

oder unter Berücksichtigung von Gleichung (297) 



(302) 



Äoo = Är"^'cOSM7'* 



Die Helligkeit, welche ferne Objekte auf der Mattscheibe erzeugen, 
ist also 

1, proportional der Fläche der Einfrittspupille und der vierten 
Potenz der £oslnusse der objektseitigen Straldenneigungen, 

2. umgekehrt proportional dem Quadrate der Brennweite. 
Unter Uffnungsverhältnis M eines Objektives versteht man 

gewöhnlich den Quotienten aus Durchmesser 2^ der (EP) und Brenn- 
weite. Da nun dX dem Quadrate von 2 g proportional ist, so lehrt 
Gleichung (302), daß die Helligkeit h^ der Größe 31^ proportional ist 
Die Einteikmg der photographischen Objektive kann von ver- 
schiedenen Gesichtspunkten aus erfolgen. Insbesondere gelangt man 
zu ganz verschiedenen Gruppierungen, je nachdem man den Gebrauchs- 
zweck oder den Konstruktionstypus als Eicteilungsprinzip wäldt. Der 
Gebrauchszweck wird wesentlich durch die Lichtstärke bedmgt. 



4 
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Die obigen Äasfuhningeii geben jedoch nur ein Maß für die so- 
genannte relative Lichtstarke, indem die Verluste durch Abeorp 
tion und Reflexion, im letzteren Falle insbesondere an den an Luft 
grenzenden Flächen, dort nnberueksichtigt geblieben sind. Erst unter 
Beachtung dieser letzteren Umstände T^^rde man zur Feststellung der 
absoluten Lichtstärke gelangen. Bemerkt sei zunächst, daß Kitt- 
flächen wegen der verhältnismfißig geringen Differenz der ßrechnngs- 
e^pouenteo der aneinander grenzenden Gläser praktisch für den 
Keflexionsverfust bedeutungslos sind. Für Linsen ^ die beiderseitig 
von Luft umgeben sind, sind diese Verluste jedoch nicht unbedeutend. 
Nach Czapski, Grundzüge der Theorie der optischen Instrumentei 
2. Auflage, Leipzig 1904 » S. 303 betragen diese Verluste bei einer 
Einzellinse etwa 8**/oj bei einem Doublet 15% j bei einem Triplet 
22% und bei einem aus vier Einzellinsen bestehenden Objektiv etwa 
28%. Diese Zahlen gelten annähernd für den Erechungsexponenten 1,5 
und würden sich für größere Brechungsexponenten noch etwas erhöhen. 

Das v^on einer reflektierenden Fhiche zurückgeworfene Licht er- 
leidet im allgemeinen eine zweite Reflexion und wird dann auf die 
lichtempfindliche Platte geworfen* 

Hierdurch können sogenannte Li cht flecke entstehen, die ein 
sonst gut korrigiertes Objektiv praktiseh unbrauchbar machen können* 
Es muß die Sorge des konstruierenden Optikers ßeiuj die reflektieren- 
den Flächen des Systemes so anzuordnen, daß dieses schädliche Lieht 
möglichst zerstreut auf die Mattscheibe gelangt^ d. h. daß die betreffeQ- 
den Nebe nbil der möglichst weit von der Mattscheibe entfernt und 
womöglich auch noch unter starker Vergrößerung zustande kommen. 
Ziehen wir nur die Nebenbilder in Betracht, welche durch zwei 
ßeflexionen herbeigeführt werden^ so ist ihre Anuahl A imter Voraus* 
Setzung von m reflektierenden Flächen 
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§ 99. Die Komafreiheit symmetrischer Objektire. 

Besonders wichtig ist das Verhalten symmetrischer Objektive in 
bezug auf die Koma. Denken wir uns durch den Mittelpunkt S 
eines synmietrischen Objektives^ wie es etwa Figur 58 zeigt , unter 
beliebiger Neigung zur Achse eine Gerade gelegt, die wir so weit 
nach rechts und links verlängern, bis sie die nächsten Flächen in den 




Fig. 58. 

Punkten Ä^^ und A trifft, denken wir uns femer, diese Gerade werde 
von den beiden kongruenten Teilsystemen (Fig. 58) nach dem 
Brechungsgesetze gebrochen, so daß also der Weg CBASA^ByCi 
entsteht Dieser Weg kann aufgefaßt werden als die Achse eines 
unendlich dünnen meridionalen Bundeis, dessen Objektpunkt irgendwo 
auf der Geraden CB, dessen Büdpunkt auf C^B^ liegt. Wir wollen 
den Objektpunkt jetzt in P, den Bildpunkt in P' annehmen und die 
Bedingung aufstellen: 

BB = F'B^. 
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Dies bedeutet in unserer früheren Bezeichnung unter Voraus- 
setzung eines Systemes von x Flächen 

Wegen der Kongruenz der Figurenteile rechts und links von S 
folgt dann auch, daß 

und allgemein: 

ist. 

Man könnte nun auf* diese Weise zu dem Schlüsse kommen^ 
daß auch ÄS=SÄi zwei Schnittweiten sein müßten. Dies würde 
jedoch fordern, daß in S ein reelles Bild entsteht, ein Fall, der 
für photographische Objektive nicht eintritt oder wenigstens bisher 
nie realisiert ist. Ein zweiter möglicher Fall ist der, daß die beiden 
von P ausgehenden unendlich benachbarten Strahlen nach der 
Brechung durch das eine Teilsystem sich nicht in S schneiden, sondern 
längs ÄS parallel verlaufen und als ein paralleles Bündel in A^ die 
vordere Fläche des anderen Teilsystemes treffen. Auch in diesem Falle 
ist der Strahlengang rechts und links von S vollständig überein- 
stimmend und PB = P'B^. Dieser letztere Fall liegt nun bei 
symmetrischen photographischen Objektiven immer vor, wenn die 
Entfernungen der Objektebene und Mattscheibe vom System einander 
gleich gemacht werden, wie dies z. B. bei Reproduktionsaufnahmen 
in gleicher Größe eintritt. Wenn auch dieser letztere Fall in der 
praktischen Photographie nicht gerade von hervorragender Wichtig- 
keit ist, so weiß man doch aus Erfahrung, daß die guten Eigen- 
schaften, die ein Objektiv in einem derartigen Spezialfälle zeigt, auch 
für den gewöhnlichen Fall sehr entfernter Objekte zum großen Teile 
erhalten bleiben. 

Wir beweisen jetzt den wichtigen Satz: 

Wenn Objektebene und Bildebene bei einem symme- 
trischen Objektive gleichweit von dem letzteren entfernt 
liegen, ist die Abbildung frei von Koma. 

Wir wollen der Übersichtlichkeit wegen. uns auf die Betrachtung 
von vier Flächen beschränken. Die Ausdehnung des Beweises auf 
beliebig viele Flächen ist damit unmittelbar gegeben. 
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Zwischen den Schnittweiten t usw. bestehen zunächst die Be- 
ziehungen : 



(303) 






»1 = nl , 



ni = 



n, 



'4 9 



*1 =»o 



usw. 



Es ist nun [Gleichung (218) S. 126] 
(304) Q[= «, cosr, (i - '-f^ = «Icosn'(l - ^) , 



(305) 






Unter Berücksichtigung der Beziehungen (303) gehen die Ausdrücke 
für Q[ [Gleichung (305)] in die Ausdrücke für Q{ [Gleichung (304)] 
über, 80 daß man hat: 

(306) e(=-Q{. 

Ebenso findet man 
(306 a) Qi=--Qi 

und ganz analog ergeben sich die Beziehungen: 



(307) 






ds^ 



Schreibt man sich ferner die Ausdrücke -=-^ aus Gleichung (253) 

S. 143 auf für die Indizes von x = 4 bis x = 1 und berücksichtigt 
wieder die Relationen (303), so erhält man 

(308) ds^^_ds^ ^__^. 

ds^ dSi ' ds^ ds^ ' 

Denkt man sich nun die Gleichung (254) S. 143, durch welche 
die Bedingung für die Komafreiheit ausgedrückt wird, für die Werte 
von X = 1 bis x = 4 hingeschrieben und berücksichtigt noch, daß 

ist, so wird diese Gleichung identisch erfüllt, wenn man darin die 
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Werte aus (306), (306 a), (307) iind (308) euitiiigt, indem immer 
zwei der Summanden entgegengesetzt gleicli srnd. 

Damit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen. 

Befindet sich also in P ein leuchtender Punkt (Fig. 58), so ist 
der durch den Symmetriepunkt S gehende Strahl der Trager der 
kaustischen Spitze im ßildraume, die aJso durch Punkt P' dai^estellt 
ist. In diesem Falle ist also der Sjmmetriepunkt S der 
Mittelpunkt der natürlichen Blende^ die in diesem Falle 
2war nicht im übjektraume, sondern im Medium gelegen 
ist, das zwischen den kongruenten Systemhälften sicli be- 
findet. Außerdem ist hier der Punkt S unvernnderlich für beliebige 
endliche Strahlenneigungen, 

Da Gleichung (254) in dem vorliegenden Falle identisch erfüllt 
ist, so ist es natürlich auch die für achgcnnahe Strahlen geltende 
Gleichung (261) S, 151 , welche ja aus der Gleichung (254) her- 
geleitet ist. 

Bildet man also den Symmetriepunkt nach links durch das vor- 
gelagerte System ab^ so erhält man den Mittelpunkt der natür- 
lichen Blende im Objektraume. Dieser letztere Punkt fällt 
aber ersichtlich mit dem ersten Gaußschen Hauptpunkte 
des ganzen Systemes zusammen^ so daß wir den Satz aus- 
sprechen können; 

Bei symmetrischen Objektiven unter Voraussetzung 
gleicher Objekt- und Bildgröße fällt der Mittelpunkt der 
natürlichen Blende im Objektraume mit dem Gaußschen 
ersten Hauptpunkte zusammen. Mit großer Annäherung kann 
man diesen Punkt auch für entfernte Objekte als Schnittpunkt der 
Fundamentalstrahlen ansehen. 

Nach den gemachten Erörterungen ist es ersichtlich nicht unzweck- 
mäßige bei symmetrischen Objektis^en zur Korrektion und B'eststellung 
der Bildwolbung im Meridionalschnitte von der einen Hälfte auszu- 
gehen, indem man durch den Symmetriepunkt unter verschiedenen 
Neigungen aus dem Unendlichen kommende Meridionalbündel durch- 
rechnet, da, wie oben ausgeführt, in Figur 58 tatsachlich die durch 
S gehenden unendlich dünnen Bündel parallel strahl ig sind. Die 
sphärische Korrektion imd die Feststellung des Astigmatismus hat 
jedoch zweckmäßig unter Berücksichtigung des ganzen Systemes zu 
erfolgen. 

Bemerkt sei hier noch, daß man fälschlich auf den Gedanken 
geführt werden könnte, daß nach der Darstellung der Figur 58 auch 
eine Hälfte des symmetrischen Objektives für ein unendlich fernes 
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Objekt komafrei sein müßte. Man hat jedoch zu berücksichtigen^ daß 
zwar zwei von P ausgehende unendlich benachbarte Strahlen in dem 
die beiden kongruenten Systemteile trennenden Medium parallel 
zueinander laufen, nicht mehr aber ein dritter von P ausgehender 
unendlich benachbarter Strahl. 



§ 100. Die FetzTal-BediDgung 

und der Astigmatismus bei sogenamiten Nnllinseii, 

insbesondere bei symmetrischer Anordnung. 

Der allgemeine Ausdruck für die Brennweite P einer in Luft 
befindlichen Linse mit den Badien r^ und r, und der Dicke d ist 
gegeben durch: 

(309) ^.(-l-I.),„-l) + ^-i^. 

Vernachlässigt man hierin die Große d, so gelangt man zu der 
bekannten für unendlich dünne Linsen gültigen Formel. 
Setzt man in der allgemeinen Formel 

(310) n = r, , 

so erhält man eine besondere Linsenform, die man als ^^Nullinse'^ 
oder ,,Linse mit Nullkrümmung'^ bezeichnet. 

Aus (309) ergibt sich unter Berücksichtigung von (310) 

,311) ^.-^^P*- 

Die Nullinse hat also den Charakter einer positiven Linse , ihre 
Brennweite ist der Dicke direkt und dem Quadrate des Radius 
umgekehrt proportional. 

Diese Linsen haben hinsichtlich des Astigmatismus und der Er- 
füllung der Petzval-Bedingung sehr bemerkenswerte I^igenschaften, 
worauf wohl zuerst v. Hoegh aufmerksam gemacht hat (Archiv für 
wissenschaftliche Photographie U, 1900). 

Eine Nullinse erfüllt immer die Petzval-Bedingung, d. L 
der Krümmungsradius R des Bildes im Meridionalsohnitte 
ist unendlich groß; denn der Wert von R 



1 n~l 
R~ n 

wird unendlich groß für r^ =r2. 
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Außerdem sind auch die Bündel^ welche von einem fernen 
Objekte herkommend unter beträchtlicher Neigung zur Achse das 
System durchdringen, nahezu frei von Astigmatismus und von Bild- 
wölbung. 

V. Hoegh wählt als Beispiel die Linse: 

ri= -11,993, 
d = 6,09 ^ ' ^ 

rj= -11,900, 

welche nahezu eine Nullinse ist, deren Brennweite f^ 100 beträgt 
Wählt man den Kreuzungspunkt der Hauptstrahlen 7,12 vor dem 
Scheitel der ersten brechenden Fläche, so ergibt die Bechnung, daß 
bei einer Neigung von 30^ der Astigmatismus behoben ist, und der 
homozentrische Bildpunkt nur eine Entfernung von 0,25 von der 
hinteren Fokalebene hat. 

Faßt man diese Linse als die hintere Hälfte eines synmietrischen 
Objektives auf, indem man im Abstände von 14,24 eine vordere 
kongruente Hälfte hinzufügt, so verwandeln sich (streng allerdings 
nur bei Einstellung auf gleiche Vergrößerung) die Hauptstrahlen in 
Fundamentalstrahlen, und die Kombination wird auch noch koma- 
frei. Unsere Linsenverbindung kann also gewissermaßen als Urform 
•eines Doppelanastigmaten angesehen werden; sie entbehrt jedoch der 
sphärischen und chromatischen Korrektion. Zur Hebung auch dieser 
Fehler gibt v. Hoegh (I. a) mehrere sehr nützliche Winke. 
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Kapitel 12. 

Oeometriselie Konstruktionen 
gebrochener Strahlen nnd Sti'ahlenbündeL 



§ 101. Die Koiistruklion des gebroclieneii Strahles* 

Für photographische Objektive spielen gegen die Äclise stark 
geneigte Strahlen eine große Rolle , insbesondere im GegciiBatze zur 
Theorie der Femrohrobjektive, Wenn auch in der trigonometrisehen 
Durchreehniing das sicherste, aber dafür aueh sehr zeitraubende und 
in mancher Beziehung schwerffdlige Mittel gegeben ist^ den Verlauf 
der Strahlen nach einer gegebenen Anzahl von Brechungen festzustellen, 
so mochten wir hier doch auf einige geometrische Konstruktionen 
hinweisen j die mit großer Anschaulichkeit darüber Aufschluß gebei^ 
wie der Astigmatismus und unter Umständen auch die sphärische 
Aberration von einer bestimmten Fläche beeinflußt werden. Für die 
Beurteilung derartiger Einflüsse im einzelnen ist die geometrisch- 
kotidtruktive Methode außerordentlich brauchbar. 

Ip Konstruktion des gebrochenen Strahles nach Lippiek 

In Figur 59 sei um M ein Kreis mit dem Radius MS = r 

gezeichnet^ der den Schnitt der brechenden Flache mit der Einfalls- 

ebene darstellt, so daß also MB 
das Einfallslot ist. Sind in be- 
JS^"^ kannter Weise n und n* die Bre- 
chungsexponenten vor und hinter 
j\f der brechenden Flächej und ist AB 

der von links einfallende Strahl^ 
so trage man von B aus iu der 
Lichtrichtung auf dem einfallen- 
den Strahle die beliebige (etwa gleich 
^'^- ^" der Einheit) gewählte Strecke BD 

ab und ziehe durch D eine Parallele zum Radius BM, Ein Kreis 



4 
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um B mit dem Badius BE = BD — schneidet diese Parallele in E. 

n 

Dann stellt BE die Richtung des gebrochenen Strahles dar. 

Zum Beweise setze man 

<DBM=i, 
<EBM=i'. 

Dann hat man aus dem Dreiecke BEB nach dem Sinussatze 
der Trigonometrie 

sini _ BE^ _ BBn' _ «/ 
sin*'"" jBD " BBn "" n ' 

wodurch das Brechungsgesetz verifiziert ist. 

2. Konstruktion von Weierstraß. 

In Figur 60 stelle der Kreis um M mit dem Badius MB = r 
den Schnitt der brechenden Fläche dar^ die das rechts befindliche 




Fig. 60. 

Medium mit dem Brechungsexponenten n' von dem links befindlichen 
Medium mit dem Brechungsexponenten n abgrenzt. 

Um M sind noch zwei weitere Kreise mit den Radien 



JfD = 



nr 



und MC^ 



geschlagen. Verlängert man nun den einfallenden Strahl AB j bis 
er den Kreis mit dem Radius MC m G schneidet, und zieht den 



12* 



180 Kapitel 12. Geometrisohe Konstruktionen gebrochener Strahlen usw. 

Sadius CMy der den Kreis mit dem Radius MD in D schneidet^ 
80 ist BD der gebrochene Strahl. 

Der Beweis folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke BCM und 
BMD, welche in einem Winkel übereinstimmen und in denen die 
diesen Winkel einschließenden Seiten proportioniert sind (d. h. sich 
wie n zu n' verhalten). 

Setzt man dann <ABN=i und < DBM=i^ und beachtet, 
daB auch < B CM = i' ist; so ergibt die Anwendung des Sinussatzes 

der Trigonometrie auf das Dreieck BCM: -^—t-, = — , wodurch das 

Brechungsgesetz verifiziert ist Außerdem ist ersichtlich: 

SC:SD = n':n. 



§ 102. Die aplanatisehen Punkte der Engelflftche. 

Mittels der Konstruktion von Weierstraß erhält man Kenntnis 
von den sogenannten ^^aplanatisehen Punkten^ der Kugelfläche. 
Ein Blick auf die Figur 60 lehrt, daß alle nach C hinzielenden ein- 
fallenden Strahlen nach der Brechung durch den Punkt D gehen. 
Punkt C wird also in D aberrationslos abgebildet. Das Punkt- 
paar C und D erfüllt aber auch die Siuusbedingung. Denn da 
der Winkel BDM in Figur 60 gleich i ist, so sind, wenn man SMC 
als optische Achse auffaßt, i' und i die Achsenneigungen des ein- 
fallenden und gebrochenen Strahles, imd man erhält 

sini' ^ n 

-7— r = const • —, . 
sm» w 



§ 103. Die komafreien Punkte der Kugelflftche. 

Fällt man in Figur 60 von M aus Lote ML und MU auf den 
einfallenden und gebrochenen Strahl, so wird L m V „komafrei^' 
abgebildet, d. h. drei einander unendlich nahe, in Richtung AB ein- 
fallende und in L sich schneidende Strahlen gehen nach der Brediung 
streng durch den Punkt L' . 

Zum Beweise denkt man sich die Gleichung (254) S. 143, welche 
die Bedingung für die Komafreiheit eines beliebigen, ein zentriertes 
System durchdringenden Bündels liefert, für nur eine brechende Fläche 
hingeschrieben und erhält: 



qqm(J^)-o, 
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Jeder dieser drei Faktoren muß der Null gleich gesetzt auf koma- 
freie Punkte fuhren. Der erste Faktor liefert den durch den Engel- 
mittelpunkt gehenden Strahl, der dritte weist auf die aplanatischen 
Punkte hin. Der zweite ergibt zufolge Gleichimg (218) in § 78 

^ ./l cosi\ , .,/l cosi^ 

O^ncos.^--— j=n'cost'^---^j, 

woraus folgt: 

t = r cosi , ^' = r cosi' , 

d. h. die Sohnittweiten der ,;komafreien Punkte'^ sind gleich den 
Projektionen des Radius auf den einfallenden resp. gebrochenen Strahl, 
wodurch unsere Konstruktion als zutreffend erwiesen ist 



§ 104. Die Konstraktion der astigmatischen Bildpunkte. 

Wir fassen jetzt einen einfallenden Strahl als die Achse eines 
unendlich dünnen Bündels auf. Der gebrochene Strahl stellt alsdann 
die Achse des gebrochenen Bündels dar. Um die astigmatischen 
Bildpunkte zu konstruieren, sei die Papierebene der Hauptschnitt 

Ist in Figur 61 M der Mittelpunkt der brechenden Kugelfläche 
und ÄiÄB der einfallende Strahl (die Bündelachse), der in Rich- 




Fig. 61. 

tung B C gebrochen wird, und seien noch A^ der sagittale und Ä der 
meridionale Objektpunkt des einfallenden Bündels, so findet man zu- 
nächst den sagittalen Bildpunkt, indem man von Ä^ eine Gerade 
durch M legt, die den gebrochenen Strahl in dem gesuchten Punkte 2\ 
schneidet. (Zum Beweise vgl. die Betrachtungen des § 83 und die 
Fig. 43.) 

Der Punkt Jlf kann als Mittelpunkt des sagittalen Bündels 
bezeichnet werden, insofern als bei einer beliebigen Verschiebung des 
Punktes Ä^ längs der Geraden Ä^B die von A^ aus durch M gezogene 
Gerade immer die gebrochene Bündelachse in dem sagittalen Bild- 
punkte schneidet. 
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Der Mittelpunkt K des Meridionalbündels wird durch folgende 
Konstruktion ermittelt: 

Man fällt von M aus die Lote MD und ME (Fig. 61) auf die 
Richtung des einfallenden und gebrochenen Strahles , dann ist der 
Fußpunkt K eines von M aus auf die verlängerte Gerade DE 
gefällten Lotes der Mittelpunkt für das meridionale Bündel, d. h. die 
von dem meridionalen Objektpunkte A aus durch K gezogene Gerade 
schneidet die gebrochene Bundelachse BC m dem meridionalen Bild- 
punkte 1 . (Über den Beweis vgl. Gleichen: Die Haupterscheinungen 
der Brechung und Reflexion des Lichtes. Leipzig 1889.) 



Kapitel 13. 

HistoriBche Notizen niid KonBti'nktionsdaten 
einiger Objektive» 



§ 105. Notizan zur OescMchte der photographiseheu ObjekÜTe. 

In dem Werke von v. Rohr; Theorie und Geschichte dee photo- 
graphischen Objektives haben wir eine sehr ausführliche Darstellung 
der historischen Entwicklung der phatographischen Optik. Wir be* 
schränken uns hier auf wenige Notizen. 

1812. Wollaston führte an Stelle der vorher allgemein für die 
Camera obscura üblichen plankonvexen Linse die Meniskenforra ein 
mit der hohlen Fliiehe nach außen, wodurch unter Benutzung einer 
Vorderb] ende die Rand teile des Bildes verbessert wurden. 

Um 1830 führten V, Ch, Chevalier die aus Flint- und Crown- 
glas verkittete LandschaftsHnse ein (plankonvex mit der Planfiäche 
nach außen)* 

1840 berechnete J. Petzval sein berühmtes Portratobjektiv, 
besteheod aus drei getrennten Systemen, von denen das erste ein ver- 
kitteter Meniskus, die beiden anderen einfache Linsen waren. Be- 
sonders ausgezeichnet ist an diesem Objektive die Lichtstärke und 
die sphärische Korrektion in der Mitte des Feldes, Eigenschaften, 
die diesem Systeme heute noch als Porträtobjektiv eine sehr hohe 
Wertschätzung sichern. Besonders in der technisch her\'orragcnden 
Ausführung durch die Werkstatte von Voigt 1 ander fand dieses 
Objektiv die weiteste Verbreitung, 

In der Zeit von 1850 — 1860 erschienen eine Reihe von Objektiven 
im Handel, die den verschiedenen Typen angehörend, den Markt meist 
jedoch dauernd nicht behaupten konnten, insbesondere durch den 
Aplanaten verdrängt wurden. Hierher gehören die „globe lens" von 
Harri son und Schnitzer — wohl das erste symmetrische aus zwei 
verkitteten Menisken bestehende Objektiv, das Dallmeyersche, aus 
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drei getrennten Systemen bestehende Porträt objektiv, das sich bis in 
die neueste Zeit einer gewissen Beliebtheit erfreut 

1865 konstruierte A> Stein heil sein ans zwei einfachen Menisken 
bestehendes symmetrisches Periskop und im Jahre 1866 den „Ä planati 
der als Universalobjektiv bald große Verbreitung fand. Der Äplanat 
ist eine WeiterbUdung des Periskopes in dem Sinne ^ daß jeder der 
beiden — einander kongruenten — Bestandteile aus einem Flintglaa- 
und emem Crownglasmeniskus verkittet war. 

Anfang der 80er Jahre konstruierte A, Steinheil den sogenannten 
Antiplanaten, ein unsymmetrisches Objektiv, in dessen beiden Bestand- 
teilen abäiehtlieh starke Beträge von Abweichungen, jedoch von 
entgegengesetztem Vorzeichen angehäuft waren. 

Nachdem schon Schröder 1ÖS7 (concentric lene) und A. Miethe 
1888 (Anastigmat) durch Verwendung hochbrechender Crownglaser 
ein anastigmatisch geebnetes BUdfeld zu schaffen suchten , gelang es 
P, Rudolph iu Jena 1890 und 1891 wirklich, dieses Ziel zu erreichen* 
Bas Konstruktionsprinzip der Rudolphschen Anasdgmate bestand 
darin, einen sogenannten Altachromaten (Flint höher brechend als 
Crown) mit einem sogenannten Neuachromaten (Crown höher brechend 
als Flint) zu einem unsymmetrischen Objektiv zusammenzusetzen, 

1892 konstruierte v. Hoegh (Firma C- P- Goerz) den bekannteo 
Doppelanastigmaten ^ das erste symmetrische Objektiv mit anastig- 
matiöch geebnetem Bildfelde, Ihm folgten die Firmen Steinheil und 
Voigtländer und Sohn ebenfalls mit symmetrischen Objekt! veüi 
jedoch von andei^m Konstruktionstypus. 

1893 bis 1895 konstruierte H, Dennis Taylor die Cooke lens, 
die, wenigstens in ihrer gewöhnlichen Ausführungsform, aus drei 
Finzellinsen bestand und einen bemerkenswerten Korrektionsznstand 
zeigte. 

In den letzten zehn Jahren ist eine außerordentlich große Anzahl 
von Objektiven mit anastigmatischer Bildebenung entstanden, so daß 
jede bedeutendere optische Wcrlcstatte derartige Systeme herstellte 
Die Konstruktionstypen sind dabei sehr verschieden, wenn schon 
die symmetrischen Formen im allgemeinen bevorzugt werden. Wir 
müssen uns hier auf einige diesbezügliche Notizen beschmnken, ohne 
auch nur annähernd einen Anspruch auf Vollständigkeit machen zn 
können. 

Nachdem schon A. G. Clark im Jahre 1889 durch symmetrische 
Gegenüberstellung zweier Systeme nach Art des Gau ß sehen Fem- 
robrobjektives (vgl, § 51) den jetzt allgemein sogenannten ,,Gauß- 
typus" in die photographische Optik eingeführt hatte ^ ohne jedoch 
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damals durchschlagenden Erfolg erzielen zu können, konstruierte 
P. Rudolph im Jahre 1896 das Planar, das von dem reinen Gauß- 
typus dadurch abweicht, das die beiden mittleren Negativlinsen je aus 
zwei Bestandteilen zusammengesetzt sind; die nahezu gleiche Brechung, 
aber verschiedene Dispersion haben (hyperchromatische Zerstreuungs- 
linse). 

R. Martin kehrte wieder zu der Urform des G au ß objektives 
zurück (Buschanastigmat 1902) und zeigte^ daß man auch ohne Ver- 
wendung der sogenannten Ncuachromate anastigmatische Bildebenung 
erzielen könne. 

Auf anderem Wege war inzwischen schon eine sehr vollkommene 
Bildebenung erzielt durch den Doppelanastigmat von Goerz 
(Typus B), der ebenfalls aus vier Einzellinsen besteht, bei dem 
jedoch hochbrechendes Crown neben schwächer brechendem Flint Ver- 
wendung findet. Nicht ganz symmetrisch ist der ebenfalls aus vier 
Einzellinsen bestehende Aristostigmat von H. Meyer & Comp. 

Erwähnt seien hier femer noch das Lumar von J. Roden- 
stock und das Euryplan von Gebr. Schulze in Potsdam 
(E. Arbeit), sowie das aus vier nahezu gleichen gleich stark bre- 
chenden Einzellinsen bestehende Objektiv von C. A. Steinheil Söhne 
(D.R.P. 133957). 

Die unsymmetrischen Objektive haben im Unar und Tessar 
von P. Rudolph in der neueren Zeit eine hohe Vollkommenheit 
erreicht^ während die Tripletform im Heliar von H. Harting 
(Voigtländer & Sohn) mit größtem Erfolge entwickelt ist. 

Schließlich erwähnen wir hier noch den Hypergonweitwinkel 
(v. Hoegh), der aus zwei einfachen symmetrisch angeordneten 
Menisken besteht und eine außerordentlich weitgehende Ebenung des 
Feldes zeigt Auf sphärische Korrektion mußte bei dem gewählten 
Typus natürlich von vornherein verzichtet werden. 



§ 106. Einige Konstrnktioiisdaten von Objektiven. 

Wir geben hier einige Konstruktionsdaten von photographischen 
Objektiven, ohne auch nur annähernd den Anspruch auf Voll- 
ständigkeit machen zu wollen, und verweisen im übrigen betreffs 
des hier in Frage kommenden reichen Materiales auf das Werk von 
V. Rohr: Theorie und Geschichte des photographischen Objektives. 
Berlin 1899. 

' In folgendem bedeutet A den Luftabstand. 
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Meniskus von Wollaston 

(Philosoph. Trans. 1812 II 370) 

/i, = 560. 

{Abstand 70 - f 

• ^ Offnunes Verhältnis -:-zz , 

Öffnung 51 ^ 12' 

r, = —286,72 1 

Periskop von Steinheil (:^ bis --j 

r, = 0,203 \ 
d^ = 0,031 ' _ [ Crown no = 1,51072 . 

4 = 0,071 

und symmetrisch. 

Universalaplanat von Steinheil (~ bis -^1 

<i, = 0,008 ''^ ^ *^''^^ 1 Flint nx, = 1,61507 , 

rj = 0,098 { 
d, = 0,017 _noAA t <^^ «* = 1»58761 . 

^8=0,17 

und symmetrisch. 

Gruppenantiplanet (-f^J 

d. = 0,020 *"' ^ ^'^^^ \ Flint no = 1,57709 , 

Ti 1,191 { 

d, = 0,017 l Crown nj, = 1,51705 , 



Jg = 0,017 



r^ = -0,407 



d. =0,013 * ' > Flint «i, = 1,57709 , 

r,^ 0,143 
(^ = 0,102 l Crown n^, = 1,51705 . 
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Das Porträtobjektiv von Petzval (^J 
f=Ub. 

d^ möglichst klein ^ "" ' \ Crown «d = 1,517 , 

r, = - 62,42 l 

d^ möglichst klein tra 7 r ^"^* ^i> = 1^575 , 

r^ = 7oü,7 j 

4 = 65 

d^ möglichst klein * ' \ Flint Wd = 1,575 , 

^5 ^™ 55,3 J 

A^ möglichst klein 

r« = 68,55 ] 
d^e möglichst klein > Crown n/> = 1,517 . 

T-j =» 22«3yO«7 j 

Anastigmatdoublet von P. Rudolph (y^J 

rf^ = 4,5 ^1 == ^^ 1 Flint Wz, = 1,6064 , 

r,= 8,4 
da = 3,2 ^ ^ 20 1 f ^^^^ ^^'^ = lybllb , 

4 = 4,92 

^4 = 1,4 * ' \ Crown »i, = 1,6092 , 

rj 15,2 ] 

d;s = l,0 ^^_ 21,9 } ^^™* n/, = 1,5134, 

dj = 2,5 r, = —25,6 l Crown no = 1,6092 . 



Planar von P. Eudt 



r, = 144, 



r, = 32 1 
di= bfi ^ . . , y A Crown n^ = 1,56785 , 

r, = 144,1 J 

4= 0,27 

di, = 5,3 *"« ^ ^^'^ 1 i, Crown nj, = 1,56768 , 
d^^ 2,7 ^ ^ 20*5 } -^s Flint «x. = 1,57087 , 
4 = 11,8 ^^ _ _ 20,5 

und nahezu symmetrisch. 
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Das aus den verkitteten Linsen L^ und L^ bestehende System 
wird als y,hyperchromatische Zierstreuungslinse'^ bezeichnet. Die beiden 
Bestandteile derselben haben nahezu gleiche BrechungsexponenteD, 
aber verschiedenes Zerstreuungsvermögen. 

Triple Anastigmat von H. D. Taylor (^ bis ;^) 

d. = 2,59 ^^^ ^ ' 1 Crown n/> = 1,61140 , 
^ r^ = - 101,3 J 



4 = 0,38 






di = 0,46 


rj = - 
»•* = 


55, 
13, 


/J4 = 8,95 







s9 \ 
,3 / 



Flint M2> = 1,54820, 



^5 = 1,83 ^' ^^^^'^ l Crown nx)= 1,61140. 

r, = - 69,8 J 

Der Tripleanastigmat erffillt zwar nicht die Petzval-Bedingung, 
wohl aber die Annäherung an diese, welche entsteht, wenn man von 
der Verschiedenheit der Brechungsexponenten absieht 

Setzt man nämlich: 

i -i- = 

n ^2- ^ ^^ 
= «2 

SO wurde die Petzval-Bedingung erfordern: 

wenn n^ , ng , Wg die Brechungsexponenten der drei Linsen des 
Taylor sehen Systemcs sind und R den Krümmungsradius des Bildes 
im Meridionalschnitte bedeutet. 
Macht man, wie Taylor, 

«1 + ^2 + ^3 = , 

so bleibt ein Krümmungsrest 

— = -^-4- -^ 4- — - 

Jf 1*1 W2 Wg 

bestehen, der bei geschickter Wahl der Radien nicht sehr groß ist 
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Dreilinsen-Doppelsystem von E. Arbeit (^1 
/•=247. 

d^ = 7,2 ^' ^ ^^'^ 1 Li «2) = 1,6147 no = 1,6290 , 

ro = —232,2 \ 
d^= 2fi ^. - l Lj ni> = 1,5561 na = 1,5710 , 

4= 1.3 

= 4.8 



^4 = 4,8 * ^„'^ I is = -^1 



4 = 15,2 



und symmetrisch. 

(Angaben nach D.R.P. Nr. 135742.) 



Gaußobjektiv von Emil Busch (Martin) 
/•=210. 

cL = 6,15 ^ ^' i L. 0.318 Jena, 

^ r, «— 42,56 J 

J, = 3,31 

d^ = 5,73 ^' ^ "'^!^'?^ 1 Ls 0.802 Jena. 
^ r^^ 33,64 J ^ 

Zwei solcher Systeme lassen sich zu einem symmetrischen Doppel- 
objektiv {f:3,9) zusanmiensetzen. 

(Angaben nach der österr. Pat-Schrift Nr. 8364.) 

Symmetrisches Vierlinsensystem von C. P. Goerz (v. Hoegh) 

/i, = 100. 

c^i = 2,0 ^ ^ > Schwerstes Barytcrown «/) = 1,5356 , 

fj =■ — 53,8 J 

4 - 0,7 

rft = — 36,6 ) 
c^, = 0,9 ' c n \ Borsilikatflint «/> — 1,6112 , 

^4 =- +29,6 j 

^4 = 5 

und synmietrisch. 



190 Kapitel 13. Historische Notizen und Konstruktionsdaten usw. 

Triplet von Voigtländer & Sohn (H. Harting) IQ 

/i>=100. 

dl = 4,17 ^ ' \ Li Schwerstes Barytcrown n^ = 1^61330 , 

r, = — 66,67 { 

d^ = 0,42 ^^^nr. \ L. BarytrLeichtflint Hd = 1,56980 , 

^3 = — loo,bD J 

^8 = 2,17 

^4 = 0,42 ^* ^ ~ 'o r "^8 Schweres Silikatflint nn = 1,60611 , 

4 = 5,25 

<i, = 0,42 *"* ^ ^^'^^ 1 i. Silikatglaa nx, = 1,53780 , 

r, = 27,16 { 
d^ = 3,33 _ Lj Schwerstes Barytcrown Ud =- 1,61330 . 

f*o ^= """• ^ I ,UD 
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Die Technik der Durchreclmung. 



§ 107. Vorbemerknngan, 

Um sieb über den Verlauf v^on Strahlen zu orientieren, die ein 
System S^ durchdringen, bedient man sich der trigonometrischen 
Triangulation. Wieviel Strahlen bei-ücksichtigt werden, hängt von dem 
Ennessen des KoiistruktcurB ab, doch ist aus praktischen Rücksichten 
wegen des Zeit- und Arbeitsaufwandes dabei bald eine Grenze gesetzt 

Zeigt der Stralilenverlauf einen unbefriedtgenden Gang, so müssen 
(kleine) Änderungen an den Radien und eventl, auch Dicken der 
Linsen vorgenommen werflen, wodurch ein neues System & entsteht. 
Es empfiehlt sich nun, dem Systeme S^ die Brennweite des Systeraea 
jS| zn geben, waa folgendermaßen geschieht* 

Hat das System Sj^ die Brennweite f[y und findet man durch 

Rechnung, daß das geänderte System tS^ die Brennweite f^ hat, so 

multipliziert man alle Radien und Dicken des Systemes Äj mit dem 

f 
Quotienten ~ - 

ff 

Das 90 gewonnene System Si bat nun wieder die Brennweite /^ 
und muß einer neuen Triangulation unterzogen werden* Erscheint 
jetzt der Strahlen verlauf in einem gewünschten Sinne günstiger, so 
hat man neue Änderungen vorzunehmen und in derselben Weise weiter 
EU verfahren. Die Reduktion auf die frühere Brennweite kann nur 
datin unterbleiben j wenn man von vornherein weiß, daß die vor- 
genommenen Änderungen die Brennweite relativ wenig, den Korrektions- 
SEUStaud jedoch stark beeinfiussen. 

Bei einem gegebenen Glasmateriale, wie es durch die Produktions- 
verzeichnisse unserer Glasschmelzereien geboten wird, und bei einer 
innerhalb ziemlich enger Grenzen vorgeschriebenen Anzahl von Linsen 
kaim man natürlich nicht alle Fehler der ßilderzeugung heben. Man 
ist hier vielmehr auf einen Kompromiß angewiesen, und das erstrebte 



«1 

p' 


Po 


*b. 


ro 


»«0 




Pl^'p' 


— 


d, 


. 
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der x^^ Fläche bezeichnet, wenn man, wie immer in diesem Buche, 
die Bichtung des Lichtes von links nach rechts annimmt 

In den jetzt anzugebenden und eventL neu zu entwickelnden 
Formeln unterdrucken wir den Index x, beschranken uns also 
auf die Brechung an der ersten Fläche. Für jede folgende 
Fläche ist also der betreffende Index um eine Einheit 
zu erhohen. 

Die Gleichungen (201) in § 76 liefern in der neuen Schreibweise : 



(313) 



Aus (313) folgen leicht die Gleichungen: 

P Po*h ^0 «1 

(315) -- = -, — ^ , 

Pi P\_^ 

P' 

mittels derer die Durchrechnung von Fläche zu Fläche vorzu- 
nehmen ist 

Gleichung (201a) in § 76 liefert femer, da das erste und letzte 
Medium hier immer gleiche Brechungsexponenten haben, wenn wir 
uns etwa auf vier Flächen beschränken 

oder unter sinngemäßer Anwendung der zweiten Gleichung unter (313): 

Als Anwendung der Gleichungen (314), (315), (316) geben wir 
die Durchrechnung der hinteren Hälfte des Doppelanastigmaten von 
C. P. Gocrz. Bemerkt sei noch, daß hier, wie überhaupt immer bei 
den numerischen Beispielen dieses Kapitels, das Plus- und Minus- 
zeichen hinter den Logarithmen die Vorzeichen der zugehörenden 
Numeri bedeuten, und daß in den in § 109 bis 112 gegebenen Zahlen- 
beispielen jede Yertikalreihe der Zahlen einer Fläche zugehört und 
zwar die erste Reihe der ersten Fläche, die zweite der zweiten usw. 
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§ 109. ZahloBbelspiel zur Berecbniing der fokalen Sclmlttweite 
und der Brennweite im paraxialen Gebiete. - 

Die Konstanten des Doppelanastigmaten (hintere Hälfte) sind : 

r^ 0,128965 



r^ = — 0,049597 
rj = + 0,196423 
r, = - 0,126663 
n, = 1,5117 



n, = 1,5478 
«8 = 1,6125 



2) -Linie, 



dl = 0,01277 , 
rf, = 0,00664 , 
ds = 0,02114 , 

»1 = 1,52266 
«j = 1,56101 
w, = 1,62635 j 



Ö'-Linie. 



Um die bildseitige Schnittweite zu bestimmen, setzen vdr 

Po=oo 

und berechnen nach den Gleichungen (314) und (315) durch suk- 
zessive Anwendung der Reihe nach die Werte von p', p" , p'" , p* 
für die D-Ldnie: 

^ = — ^ + — (ni - «o) — . [Gleichung (314) S. 194.] 



Po «1 



Ig^ 



»»1 
0,404760- 0,461483- 

9,989751+ 9,992215 + 



0,387518 — 
0,207500 + 






0,394511- 0,443698- 0,595018 



lg- 0,889528- 1,304545- 0,706807 + 

lg(«i-»«o)9>709015+ 8,557507+ 8,810904 + 

lg— 9,820534+ 9,810285+ 9,792500 + 

«i 

lg(l.ülZI^] 0,419077- 9,672337- 9,310211 + 

-2,480339 -2,777781 

-2,624682 -0,470259 +0,204273 



^ 
♦»1 Po 



«0 

♦»1 

1 «1— «0 



«1 



=;r- 2,624682 -2,950598 -2,573508 



0,897351 - 
9,787106 - 


0,684457 + 

- 3,935664 

+ 4,835678 

+ 0,900014 
13» 
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1 1 1 



Pi i''l_4 



[Gleichang (315) 8. 194.] 



Igi 0^19077- 0,469910- 0,410525- 9,954249 + 
igdi 8,106191 + 7,822168 + 8,325105 + lgi9,954249 + 
Ig^ 8,525268 - 8,292078 - 8,735630 - lgj>*0,045751 + 

1-^ + 1,033517 +1,019592 +1,054404 p* = 1,111095 

Igi 0,419077- 0,469910- 0,410525- 

lg/l_^^ 0,014317+ 0,008427+ 0,023007 + 

lg— 0,404760- 0,461483- 0,387518- 

Hätten -wir die analogen Bechnungen für die 6r'-Linie durch- 
geführt, so hätten wir für p* den \yert 1,109715 gefunden, bo dafi 
also eine Fokusdifferenz = 1,111095 — 1,109715 = 0,001380 besteht, 
die praktisch zu vemachläss^n ist. 

Berechnung der Brennweite. 

Die Anwendung der Gleichung (316) S. 194 ergibt f6r die 
D-Ldnie unter Berücksichtigung von: 



log(l- 


P'l' 


. 0,014317 + 


log(l - 


p") 


= 0,008427 + 


log(l - 


p'") 


= 0,023007 + 




log^* = 


= 9,954249 + 


log 


1-0 


/■=!. 




§ 110. Formeln fOr einen Strahl endlicher Neigung usw. 197 

§ 110. Formeln fBr einen Strahl endlicher Neigung zur optischen 
Achse im Hanptschnitte. 

In der Figur 62 sei ABC ein in Richtung des Pfeiles anf die 
um M geschlagene Kugelfläche fallender Strahl, der die Fläche in B^ 
die Achse in C trifft. Das 
Einfallslot ist NAM, der ^ 
Scheitel der Fläche S. ^ 

Im Punkte B wird der 
einfallende Strahl gebrochen 
in Richtung BC, Dieser 
gebrochene Strahl möge in B' 
die zweite (nicht dargestellte) 
Kngelfläche treffen. Wir fällen pig. ^ 

noch die Lote BD und B'D' 
auf die Achse und bezeichnen für die erste Fläche 

a) Winkel: 
Einfallswinkel = NBA = CBM'^ «o , 
Brechungswinkel = C'BM = ^o f 
<BCS=^Wo, 
<BC'S=w^. 

b) Strecken. 

Die axiale Schnittweite vor der Brechung 8C= Qq , 

„ „ „ nach „ „ SC' = q\ 

die Strahlenlänge bis zur Achse vor der Brechung BC^^k^ , 

,, „ „ „ „ nach „ „ BC' = k'^ 

die Einfallshöhe für die erste Brechung BD = h^ , 

„ „ „ „ zweite „ B'D' = \, 

die Strecke BC -B'C'=^ BB' = X^ , 

dann kann man aus der Figur 62 sofort die Richtigkeit folgender 
Formeln erkennen: 

(317) sinao = sinfro(l-|5.j, 

(318) sini8o = — sin^o, 

(319) M'i = Wo — «0 + Ä , 



SUfTo 
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(320) q' = rJl-^, 

(321) J,=«'-rft, 

(322) A, = r,8in(iro-ao), 

(323) ib= *• 

(324) i' = 

(325) l^ = 

Die Gleichungen (317) bis (325) können nach zwei verschiedenen 
Sichtungen hin gebraucht werden, nämlich: 

1. zur Feststellung der sphärischen Aberration, 

2. zur Berechnung der Hauptstrahlen. 

§ 111. Feststelimig der sphirisehen Abemtion* 

Wir wollen einen Strahl in der Höhe h^ achsenparallel 
auf die erste Flache fallen lassen und seine axiale Schnittweite nach 
der letzten Brechung berechnen: Wir setzen 

«ro = , go = «) 

und erhalten aus Gleichung (322) 

(326) sinöCo = - -^ . 

Ist auf diese Weise a^ bestimmt, so wird nach den Formeln (318) 
bis (321) weiter gerechnet. 

§ 112. Zmhlenbeisplel f&r die Feststellnng der sphärischen 
Aberration und der Abweichung yon der Sinusbedingnng. 

In folgendem soll die sphärische Aberration sowie die Abweichung 
von der Sinusbedingung an einem Zahlenbeispiele erläutert werden, 
und zwar wollen wir die Größe dieser Abweichungen berechnen für 
die hintere Hälfte des Doppelanastigmaten unter Voraussetzung von 

*o = A 
und unter Verwendung der der D -Linie zugehörigen Brechungs- 
ervw^neoten. 
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Für die erste und zweite Fläche sind die zu berechnenden Aus- 
dräcke vorangesetzt, so daß ein Zweifel über die Bedeutung der auf- 
gestellten Zahlen nicht bestehen kann. 

1. Fläche 2. Fläche 3. Fläche 4. Fläche 

Ä, = ^ D- Linie 

Für Fläche 1 gilt: 

8in«o = — — [Gleichung (326) S. 198]; 



sin/?o=--8inao [Gleichung (318) S. 197]. 
Für Fläche 2 gilt : 
sin«! = sintTj (l — -^) ; sin/Jj = ^ sina» [Gleichung (317) und (318) S. 197]. 



IgÄo 8,508638- 



Ig— 0,889528- 



lg sin «0 9,398166 + 
Ig^ 9,820534 + 



lg(l — -^) 0,834602— 0,430703+ 0,329348 — 

Igsinti^j 8,936914— 9,014438— 8,962895 — 

Igsinaj 9,771516+ 9,445141— 9,292243 + 

Ig^ 9,989751+ 9,982215+ 0,207500 + 



lg8in/?o 9,218700 + 



lgsin/?j 9,761267+ 9,427356— 9,499743 + 



iTi = U7^ — a, + ß^ [Gleichung (319) S. 197]. 
0« tc, — 4<>57'40" — 6«56' ^'9 — 5^6' 4"1 



— «0 —14*^29' 6''8 



«1 — 36^13' 15"9 +16nO'58"l — lin8'10"l 



tco — «0 -14*29' 6"8 u^x-«i -4inO'55''9 +10n4'56''2 — 16<>34'14"2 
ßo + 9«31'26"8 ßi +35n4'54'' — 15^31' 0"3 +18«25'25"2 

w, — 4*57'.40"0 

7' = ro(l- 

lg8in/?o 9,218700 + 
IgsintTi 8,936914 — 

-5^0,281786- 



IT, — 5«56' 1"9 — 5*16' 4'a + 1*51'11''0 
^^) [Gleichung (320) S. 198]. 



lgsin/?j 9,761267+ 9,427356— 9,499743 + 
Igsintc, 9,014438— 8,962895— 8,509690 + 



lg 



1 »' 



sin/?! 



sin/?, 
sint(7j 



— 1,913313 
+ 2,913313 



Igro 9,110472 — 
lg3' 9,574859 — 



smu7, 

sin/?^ 
sintr. 



0,746829— 0,464461+ 0,990053 + 

— 5,5825 +2,913807 +9,773560 
+ 6,5825 —1,913807 -8,773560 



sintc, 

• ^^] 0,818391+ 0,281899— 0,943176 — 

sin«;,/ ' ' ' 

Igr^ 8,695455— 9,293193+ 9,102649 — 

Igg" 9,513846 — 9,575092— 0,045825 + 
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q,=q'-'d^ [Gleichung (321) 8. 198]. 

q' —0^757155 q'' —03264721 —0,3769173 q*+ 1,111285 

— il, —0,01277 — li, — (MX)664 —0,02114 



-0,3884855 



5, —0,3331121 —0,3970573 



Ausrechnung von 1 — — , dms in die zweite YertikAlspalte übergeht : 



Igg, 9,589375 — 
lg— 1,304545 — 



Ig^i 0,893920 + 



Igft 9,522591 — 9,598853 — 
lg— 0,706807 + 0397351 — 



Ig^ 0,229398 — 0,496204 + 



^ + 7,83285 
1 — ^ —6,83285 



9t 



1 — 



9i 



— 1,695892 +3,134757 
+ 2,695892 —2,134757 



Die letzte Schnittweite g^» 1,111285 unterscheidet sich von der 
entsprechenden pararialen Schnittweite p* == 1,111095 nur um 0,000190, 
so daß die sphärische Aberration für die betrachtete Zone nur 

|,4 _ ^4 ^ 0,000190 

betragt. Für ^ = ^ ist also fast vollständige Korrektion voriianden 
Um einen Überblick über die Zwischenfehler zu geben, teilen wir 
hier noch die Schnittweiten für zwei verschiedene Einfallshöhen mit 
(2) -Linie), sowie die Strahlenneigungen tv^ zur Achse im letzten 
Mediom. Hierdurch sind dann auch die Abweichungen von der 

Sinusbedingung -r-^ f gegeben (vgl. § 68). 



*» 


«>i 


?* 








1,111 095 (p*) 


TiVyP 


1» 1' 5" 7 


1,105141 


irVV0,5 


my 2"0 


1,103405 


VtI^ 


1«>33'31"0 


1,104021 


■h 


1«51'11"0 


1,111286 
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§ 113. Formeln für die Berechnnng der astigmatisehen Bild- 

punkte. 

Wie schon oben bemerkt^ gestatten die Formeln (317) bis (325) 
anch die Berechnnng der Hauptstrahlen. Da aber an diese Rechnungen 
auch immer die für die astigmatischen Bildpunkte angeschlossen 
werden^ so geben wir hier noch die Formeln für die letzteren. 

Die Gleichungen A und B in §§ 82 und 83 auf unsere hier 
verwendete Bezeichnungsweise umgeschrieben^ ergeben sofort, da die 
dort mit d bezeichnete Größen mit unseren hier eingeführten X zusammen- 
fSUt, unter Berücksichtigung von Gleichung (325) 

für Sagittalstrahlen: 

Hq C08C 



(327) 



(328) 



(329) 



(330) 



1 ^ 1 np coBßo 



5^ /^ _ np cosocq X 

\ fliCOBßo) ' 



Ol = o — 



sinu;« 



für Meridionalstrahlen 
n^coaccl 1 1 

Wi C0S/8J ' to Tq CO8/80 



\ n^cos^o/ 



<!=<'- 



sinu;, 



§ 114. Die Lage der astigmatischen Bildpnnkte bezogen ani 

die Fokalebene. 

Um aus den gewonnenen Zahlen sofort eine Vorstellung über 
die Große der Bildkrümmung zu erhalten^ bezieht man die Lage der 




Fig. es. 

astigmatischen Bildpunkte nach der letzten Brechung auf die Fokalebene. 

In Figur 63 sei 5 der Scheitel der brechenden Flache, aus 

welcher der letzte gebrochene Strahl (Hauptstrahl) AB austritt, in B 
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die optische Achse schneidend. Die im hinteren Brennpunkte I' 
errichtete Fokalebene schneide diesen Strahl in G. Seien non D and 
Dl die beiden astigmatischen Bildpunkte, und legt man durch D 
und Dy Parallelen zur optischen Achse, welche die Fokalebene in 
E und Ey schneiden, so nennt man ED = Aga und E^Di = Azi 
die astigmatischen Einstellungsdifferenzen, während man 
CB = Aa und CD^ = A i setzt. 

Unter der Voraussetzung etwa, daß vier brechende Flächen vor- 
handen sind, haben wir: 

AC=K^, 
CB = L*, 

SF'=p\ 

<ÄBS=Wt, 
CD = Ao*, 

CDy^At*', 

ED = As\, 
EiDy^Az^. 



Dann hat man: 




(331) 




COS 2^4 


(332) 




K^ = k^ - L^ , 


(333) 




Ja* = a*-ü:S 


(334) 




At^ = t^-K^, 


(335) 




Az^= Ja^cosw^, 


(336) 




J^ = Jt^COSW^ f 


wodurch die 


Beziehung 


zur Fokalebene hergestellt ist 



§ 115. Der astigmatische Znstand einer PlankonYexlinse, fest- 
gestellt mittels Fundamentalstrahlen. 

Sowohl um ein Beispiel für die entwickelten Formeln zu geben 
als auch die Bedeutung der natürlichen Blende deutlich erkennen 
zu lassen, folgen hier zwei Durchrechnungen derselben Plankonvex- 
linse, die wir schon oben (§ 88) in unsere Betrachtungen gezogen 
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haben. Wir wissen, daß eine solche Linse von einem sehr entfernten 
Objekte ein von Astigmatisroas vollständig freies Bild liefert. Der 
Gang der Bechnung ist nun so gewählt, daß einmal die Hauptstrahlen 
durch den Mittelpunkt der natürlichen Blende im Objektraume, das 
andere Mal (§116) durch den vorderen Hauptpunkt gehend angenommen 
werden. Unter der Voraussetzung , daß die Brennweite gleich Eins 
ist, setzen wir: 

ro = oo, Wo = l, ri= -0,5179, w^ = 1,5179 , (2^=0,0860. 

In diesem einfachen Falle berechnen wir den Abstand der natür- 
lichen Blende aus der Formel (280) in § 94 und finden unter Berück- 
sichtigung der hier gewählten Zeichen 



^ n ^0 ,^ , ^ X 0,4319 

^i = go = -(n + d,) = --j^^j^ 



-0,28454 



Wegen Tq = c» ist in dem vorliegenden besonderen Falle äq = ^q 
und /8o = M?i . Die Festeilung des Fundamentalstrahles erfolgt am 
einfachsten durch die Gleichungen: 



smi^i = 






imd q' = tgWo ctgM'i ^o 



Alsdann wird weitergerechnet nach den Formeln: (321), (317), 
318), (319), (320), (322), (323), (324), (331) und (332). 





log 


log 
0,086 r8,934498 " 
—0,28454 [9,454143-. 


log 
nj = 1,5179 [0,181243] 






Fundamen 


talstrahl q^- 


= -0,28454. 








tro = -100 


u?o = --20* 


117^ = — 30* 


w^ = -.40» 




lgsinu7o 
Igl/n^ 

IgsintCj 


9,239670 — 
9,818757 

9,058427 — 


9,534052 — 
9,818757 


9,698970 — 
9,818767 


9,808067- 
9,818757 




9,352809 — 


9,517727 — 


9,626824 — 




^x 


-6« 34' 8,5" 


— 13« V 19,1" 


— 19«13'57,0'' 


— 25« 3' 14,2" 




Ig^ 
IgtgtTo 

lgctgU7j 


9,454143 — 
9,246319 — 
0,938713 — 


9,454143 — 
9,561066 — 
0,635877 — 


9,454143 — 
9,761439 — 
0,457332 — 


9,454143 — 
9,923814 — 
0,330261 — 




Igg' 


9,639175 — 


9,651086 — 


9,672914 — 


9,708218 — 






— 0,435687 

— 0,086 


— 0,447802 

— 0,086 


— 0,4708844 
-0,086 


— 0,5107613 

— 0,086 




ax 


- 0,521687 


- 0,533802 


— 0,55 


68844 


— 0,5967613 
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Fundamentalstrahl 9o = — 0,28454. 

M?; = — 10« Wo = — 20» »0 = —30* 
9,717410 — 9,727381 — 9,745765 — 

0,285754— 0,285754— 0,285754 — 



n?o = — 40* 
9,775801 — 

0,285754 — 



"i: 


0,003164 + 


0,013135 + 


0,031519 + 


0,061555 + 


9i 
♦•i 


+ 1,007312 


+ 1,030707 


+ 1,075273 


+ 1,152271 


1-A 


— 0,007312 


— 0,030707 


— 0,075273 


— 0,152271 


'«('-^) 


7,864036 — 


8,487237 — 


8,876639 — 


9,182617 — 


Igsinu^i 


9,058427 — 


9,352809 — 


9,517727 — 


9,626824 — 


lg sin «i 


6,922463 + 


7,840046 + 


8,394366 + 


8,809441 + 


"'t 


0,181243 


0,181243 


0,181243 


0,181243 


lg8in/?i 


7,103706 + 


8,021289 + 


8,575609 + 


8,990684 + 


«'i 


— 6*34' 8,5'' 


— 13* 1' 19,1" 


— 19*13'57,0" 


— 25* 3' 14,2" 


-«i 


-0« 2' 52,5'' 


— 0*23'47,2" 


— 1*25' 14,9" 


— 3*41' 49,7" 


IT,- ftj 


— 6*37' 1,0" 


— 13*25' 6,3" 


— 20*39'11,9" 


— 28*45' 3,9" 


+ A 


+ 0* 4' 21,9" 


+ 0*36' 6,3" 


+ 2* 9'24,9" 


+ 5*37' 1,1" 


117, 


— 6* 32' 39,1" 


— 12*49' 0,0" 


— 18*29' 47,0" 


— 23* 8' 2,8" 


lg sin A 


7,103706 + 


8,021289 + 


8,575609 + 


8,990684 + 


Igsintr, 


9,056789 — 


9,346024 — 


9,501395 — 


9,594265 — 


1 8in/J. 
° sinw. 


8,046917 — 


8,675265 — 


9.074214 — 


9,396419 — 


8in/?i 
sinu7. 


— 0,011141 


— 0,047344 


— 0,118635 


— 0,249126 


j sinft 
smu7. 


+ 1,011141 


+ 1,047344 


+ 1,118635 


+ 1,249126 


^'V sinic, / 


0,004812 + 


0,020089 + 


0,048689 + 


0,096606 + 


Igr, 


9,714246 — 


9,714246 — 


9,714246 - 


9,714246 — 


Igg" 


9,719058 — 


9,734335 — 


9,762935 — 


9,810852 — 


3" = 


— 0,523670 


— 0,5424188 


— 0,5793414 


— 0,6469217 


Igr» 


9,714246 — 


9,714246 - 


9,714246 — 


9,714246 — 


IgsinK- «0 


9,061569 — 


9,365601 — 


9,547421 — 


9,682150 — 


lg^ = 


8,775815 + 


9,079847 + 


9,261667 + 


9,396396 + 


IgsintTj 


9,058427 — 


9,352809 — 


9,517727 — 


9,626824 — 



lg*i= 9,717388- 



9,727038— 9,743940 — 



9,769572 — 
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Fundamentalstrahl 7o = — 0,28454, 



«;o = — 10« 

Igh, 8,775815 + 
lgsinu7, 9,056789 — 



lg*"= 


9,719026 — 


«" 


— 0,523670 


-p" 


-1, 


q"-p" 


— 1,523670 


t"-p") 


0,182891 - 


Igcosw, 


9,997161 


Igi, 


0,185730 — 


*" 


— 0,5236313 


-i. 


+ 1,533664 



ttr^ = — 20« 
9,079847 + 
9,346024 — 

9,733823 — 

— 0,542419 

— 1,542419 
0,188202 — 
9,989042 

0,199160 — 

— 0,5417800 
+ 1,581830 



tro = — 30" 
9,261667 + 
9,501395 — 

9,760272 — 

— 0,579341 
-1, 

— 1,579341 
0,198476 — 
9,976966 

0,221510 — 

— 0,575800 
+ 1,665367 



u7,=-40« 
9,396396 + 
9,594265 — 

9,802131 — 

— 0,646922 
-1, 

— 1,646922 
0,216673 — 
9,963593 

0,253080 — 

— 0,6340614 
+ 1,790936 



K''= +1,010033 +1,040050 +1,089567 +1,156875 



Sagittalstrahl 
tCo = — 10« 



[Gleichung (327), (333), (335)]. 



IgCOSAi 

Igcos/?! 



0, 
0, 



cos/?i 



K C08«j\ 

^\ 1 cosßj 



1 * cos/?i 

- Hl cos«, 

1 C08/?i 

^'x cosft / 

Igcosft 



0, 

0,181243 
0,181243 
1,5179 



i —0,5179 

9,714246 — 
0, 
0,285754 — 



m;, = — 20« 
9,999990 
9,999976 

0,000014 

0,181243 

0,181257 

1,517948 

-0,517948 

9,714286 — 
9,999976 
0,285754 — 



^^. 



0,000000 0,000016 

Igo'' 0, 9,999984 

o'' 1, 0,999967 

— K" — 1,010033 — 1,040050 

ido"= —0,010033 —0,040087 

lg J o'' 8,001431 — 8,603004 — 
Igcosw, 9,997161 9,989042 

lg Aza 7,998592— 8,592046 — 

Azä= — 0,0099676 — 0,0390883 



«7^ = — 30« 
9,999867 
9,999693 

0,000174 

0,181243 

0,181417 

1,518507 

— 0,518507 

9,714755 — 
9,999693 
0,285754 — 

0,000202 

9,999798 

0,999535 

- 1,089567 

— 0,090032 

8,954397 — 
9,976966 

8,931363 — 

— 0,0853814 



1^0 = — 40« 
9,999005 
9,997910 

0,001185 

0,181243 

0,182428 

1,522046 

— 0,522046 

9,717709 — 
9,997910 
0,285754 — 

0,001373 

9,998627 

0,996844 
— 1,156875 

— 0,160031 

9,204204 — 
9,963593 

9,167797 — 

— 0,1471624 
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Meridi 


Lonalstrahl 


[Gleichung (329), (334), (336)]. 




»1 


j = — 10« 


u7o= — 20« 


tro = — 30* 


u^, = -40« 


lg cos/?! 


0, 
9,714246 — 


9,999976 
9,714246 — 


9,999693 
9,714246 — 


9,997910 
9,714246- 


lg(r, cosA) 


9,714246 — 


9,714222 — 


9,713939 — 


9,712156 — 


Ic ^ 


0,285754 — 


0,285778 — 


0,286061 — 


0,287844 — 


'^ r, cosA 


'*(>-T^-S) 


9,714246 — 
0,000000 


9,714286 — 


9,714755 — 


9,717709- 


^8^7^ = 


0,000064 


0,000816 


0,005553 


1 


1, 


9,999936 


9,999184 


0,994447 




1, 
- 1,010033 


t3,9998525 
— 1,0400500 


0,9981225 
— 1,0895670 


0,9872950 
— 1,1568750 


At''= - 


-0,010033 


— 0,0401975 


— 0,0914445 


— 0,1695800 


IgA t" 
Igcosu^, 


8,001431 — 
9,997161 


8,604199 — 
9,989042 


8,961158 — 
9,976966 


9,229375 — 
9,963593 


1 A // 


7,998592 — 
-0,0099676 


8,593241 — 
— 0,039196 


8,938124 — 
— 0,086721 


9,192968 — 
— 0,155944 



§ 116. Der astigmatische Zustand einer Plankon Yexllnse, wie 

er sich darstellt nnter Terwendnng Yon Hauptstrahlen^ die durch 

den Yorderen Hauptpunkt gefOhrt werden. 

Der vordere Hauptpunkt der plankonvexen Linse hat von der 
Planflache die Entfernung 

Jo = 0,0566571 , 

während der hintere Hauptpunkt bekanntlich im Scheitel der zweiten 
Fläche liegt Der nachfolgenden Rechnung voraufgehend zu denken 
sind die ersten vier Zeilen der Rechnung auf S. 203. 



IgtgWo 
IgOOtgtCj 

Igg' 



Wo = — 10« 

8,753255 + 
9,246319 — 
0,938713 — 



Wo = — 20« 

8,753255 + 
9,561066 — 
0,635877 — 



Wo =-30« 

8,753255 + 
9,761439 — 
0,457332 — 



8,938287 + 8,950198 + 8,972026 + 



q' + 0,0867534 
— d^ —0,086 



+ 0,0891658 
— 0,086 



+ 0,0937618 
— 0,086 



8,753255 + 
9,923814 — 
0,330261 — 

9,007330 + 

+ 0,1017021 
— 0,086 



q, + 0,0007534 + 0,0031658 + 0,0077618 + 0,0157021 
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Ig^l 


tCo = - 10« 

6,877026 + 


«7^ = -20« 
7,500483 + 


iTo = - 30« 
7,889962 + 


tc^ = - 40« 
8,195958 + 


"i 


0,285754 — 


0,285754- 


0,285754 — 


0,285754 — 


"t 


7,162780 — 


7,786237 — 


8,175716 — 


8,481712 - 


1l 


— 0,001455 


— 0,006113 


— 0,014987 


— 0,030319 


n 


+ 1,001455 


+ 1,006113 


+ 1,014987 


+ 1,030319 


■«(■-t) 


0,000632 + 


0,002647 + 


0,006460 + 


0,012972 + 


IgsintTj 


9,058427 — 


9,352809 — 


9,517727 — 


9,626824 - 


Igsin«! 


9,059059 — 


9,355456 — 


9,524187 — 


9,639796 — 


'^^ 


0,181243 
9,240302 — 


0,181243 


0,181243 


0,181243 


Igsin/?, 


9,536699 — 


9,705430 — 


9,821039 — 




- 6«34' 8,5" 
+ 6«34'43,1" 


— 13« V 19,r 
+ 13« 6' 10,8" 


— 19«13'57,0" 
+ 19«3r56,4" 


— 25« 3' 14,2" 
+ 25«52' 7,4" 


«7, — «, 


+ 0« 0'34,6" 
— 10« 0'52,9" 


+ 0« 4' 51,7" 
— 20« 7' 39,1" 


+ 0«17'59,4" 
— 30«29'49,2" 


+ 0«48'53,2" 
— 41«28'25,4" 


tr, 


— 10« 0'18,3" 


— 20« 2' 47,4" 


— 30«11'49,8" 


— 40«39'32,2" 


Igsinft 
lg sin 117, 


9,240302 — 
9,239889 — 


9,536699 — 
9,535019 — 


9,705430 — 
9,701548 — 


9,821039 — 
9,813951 — 


lg ""'*' 

^ sinii7j 


0,000413 + 


0,001680 + 


0,003882 + 


0.007088 + 


sin/?i 
sini^. 


1,000951 


1,003877 


1,008979 


1,016455 


j sm/?, 
Sinti?, 


— 0,000951 


— 0,003877 


— 0,008979 


— 0,016455 


ig(i *^°''' ) 


6,978181 — 
9,714246 — 


7,588496 — 
9,714246 — 


7,953228 — 
9,714246 — 


8,216298 — 
9,714246 — 




6,692427 + 7,302742 + 
+ 0,0004925233 +0,002007900 


7,667474 + 
+ 0,004650222 


7,930544 + 
+ 0,00852204 


lgsin(M7, — «J 


9,714246 — 
6,224607 + 


9,714246 — 
7,150511 + 


9,714246 — 
7,718755 + 


9,714246 — 
8,152902 + 


lg sin tri 


5,938853 — 
9,058427 — 


6,864757 — 
9,352809 — 


7,433001 — 
9,517727 — 


7,867148 — 
9,626824 — 


lg^i = 


= 6,880426 + 


7,511748 + 


7,915274 + 


8,240324 + 


IgÄi 

Igsinto, 


5,938853 — 
9,239889 — 

6,698964 + 


6,864757 — 
9,535019 — 

7,329738 + 


7,433001 — 
9,701548 — 


7,867148 — 
9,813951 — 


Igik" 


7,731453 + 


8,053197 + 
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n^o = — 10» 
q" +0,0004925 



tCo = — 20« 

+ 0,0020079 
-1, 



n7o = -80« 

+ 0,0046502 
-1, 



n?« = — 40* 

+ 0,0085220 
-1, 



q'f — p« 



■ 0,9995075 — 0,9979921 — 0,9953498 — 0,9914780 



Igte"—!'") 9,999786 — 
Igcostr, 9,993345 

IgL, 0,006441 — 

*" +0,00049999 
— L, +1,014942 



9,999127 — 
9,972857 

0,026270 — 

+ 0,002137 
+ 1,062356 



JT" = + 1,015442 + 1,064493 



9,997976 — 
9,936664 

0,061312 — 

+ 0,005388 
+ 1,151627 

+ 1,157015 



9,996283- 
9,880014 



0,116269 — 

+ 0,0113038 
+ 1,306979 

+ 1,318282 



IgCOB«! 

Igcosft 



SagittalstrahL 
iro = — 10« w, = — 20« 

9,997131 + 9,988543 + 
9,993332 + 9,972633 + 



lg 



C08/?l 



lg 



0,003799 + 0,015910 + 
0,181243 + 0,181243 + 



w, = — 30' 

9,974260 + 
9,935334 + 

0,038926 + 
0,181243 + 



Wo = -40* 

9,954144 + 
9,874632 + 

0,079512 + 
0,181243 + 



lg (^- • ^^) 0,185042 + 0,197153 + 0,220169 + 0,260755 + 



«0 



1 — 



cosft 

0O8« , 
C08/?i 






cosp 
Igcosft 



+ 1,531236 + 1,574537 

— 0,531236 —0,574537 

9,725288— 9,759318 — 

9,993332 + 9,972633 + 

0,285754— 0,285754 — 



+ 1,660233 
— 0,660233 

9,819697 — 
9,935334 + 
0,285754 — 



+ 1,822867 
— 0,822867 

9,915330 — 
9,874632 + 
0,285754 — 



lg 



1 



0,004374+ 0,017705+ 0,040785+ 0,075716 + 



Igo'' 



9,995626 + 9,982295 + 9,959215 + 
+ 0,989980 + 0,9600525 + 0,9103640 
— 1,015442 — 1,064493 — 1,157015 



^ o " — 0,025462 — 0,1044405 — 0,2466510 



lg J 0» 

Igcostr, 

Ig^ 9a 



8,405893 — 9,018867 — 
9,993345 + 9,972857 + 



Ä f' 



8,399238— 8,991724 — 
— 0,025075 —0,098112 



9,392083 — 
9,936664 + 

9,328747 — 
— 0,218180 



9,924284 + 

+ 0,8400100 
— 1,318282 

— 0,4782720 

9.679675 — 
9,880014 + 

9,559689 — 

— 0,362818 
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Meri 


dionalstrahl. 








ii7o = — 10» 


«;, = — 20^ 


w^ = —30« 


iCo = -40« 


IgcosA 


9,993332 + 


9,972633 + 


9,935334 + 


9,874632 + 


lg»-. 


9,714246 — 


9,714246 — 


9,714246 — 


9,714246 — 


]g(r, . cos/J.) 


9,707578 - 


9,686879 — 


9,649580— 


9,588878 — 


iT ^ 


0,292422 — 


0,313121 — 


0,350420— 


0,411122 — 


"" r, . oosA 


n, C08/J,/ 


9,725288 — 
0,017710 + 


9,759318 — 


9,819697- 


0,915330— 


18"<-/V 


0,072439 + 


0,170117 + 


0,326452 + 


lg<" 


9,98!^290 + 


9,927561 + 


9,829883 + 


9,673548 + 


«" 


+ 0,9f5^M2 


+ 0,846372 


+ 0,6759014 


+ 0,4715722 


— K" 


— I,01ö442 


— 1,064493 


— 1,157015 


— 1,318282 


At" 


— 0,055400 


— 0,218121 


— 0,481114 


— 0,846710 


Ig-d t" 


8,743510 — 


9,338697 — 


9,682248 — 


9,927735 — 


Igcostr, 


9,993345 + 


9,972857 + 


9,936664 + 


9,880014 + 


M« 


8,736855 — 


9,311554 — 


9,618912 — 


9,807749 — 


^»r 


-0,054558 


— 0,204906 


— 0,415826 


— 0,642317 



§ 117. Bemerkluigen zu den Yorstehenden Bechnungen. 

Wie wir oben (§ 88 8. 148) ausführlich dargelegt haben^ liefert die 
Plankonvexlinse von einem fernen Objektpunkte ein 
zwar gewölbtes^ aber vom Astigmatismus vollständig 
freies Bild. Durch die auf den Mittelpunkt der natür- 
lichen Blende bezogenen Hauptstrahlen wird dieses Ver- 
halten in der Tat sehr annähernd dargestellt Denn die 
in der RichtuDg des betreffenden Bündels gerechnete astigmatische 
Differenz 

J = a'' - r 

ergibt sich nach § 115 für die verschiedenen Strahlenneigungen: 

A für M^o 10« = 1,000000 - 1,000000 = 0, 

„ „ M^o = - 20« « 0,999967 - 0,999852 = 0,000115 , 
„ „ m;o = - 30« = 0,999535 - 0,998122 = 0,001413 , 
„ „ m;o=- 400 = 0,996844 -0,987295 = 0,009549. 

Bei einer Strahlenneigung von 30« beträgt die Abweichung von 
der Wirklichkeit erst ca. VioVo- 



Gleichen, Photographische Optik* 
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Vergleicht man mit diesen Resultaten die Rechnung, 
welche sich anf die dnrch den ersten Hauptpunkt 
gehenden Hauptstrahlen bezieht, so sieht man, daß man 
in dem letzteren Falle zu einer ganz falschen Vor- 
stellung über den Strahlengang gelangt Und doch ist 
diese letztere Methode bisher sehr häufig angewendet 
worden. 

Bildet man nämlich hiemach die astigmatischen Differenzen A 
für Terschiedene Strahlenneigungen, so ergibt sich nach § 116: 

J = o"-r für 

iTo = - 10^ ' 0,989980 - 0,960042 = 0,029938 



m;^=-20o 



0,960052 - 0,846372 = 0,113680 



M7o «- 300 , 0,910364 - 0,675901 = 0,234463 
Wo=- 400 , 0,840010 - 0,471572 = 0,368438 

Die Zahlen weisen auf ein stark astigmatisches Bildfeld hin; 
bei 30« bereits beträgt der Fehler 23%, d. h. ein Objektiv von 100 mm 
Brennweite hat hiemach für Strahlen, die unter 30^ Neigung ein- 
fallen, eine fintfemung der beiden astigmatischen Bildpunkte von 
23,44 mm, eine Abweichung von der Wirklichkeit, wie sie krasser 
nicht vermutet werden konnte. 

Sehr lehrreich ist die obige Durchrechnung auch hinsichtlich der 
Beurteilung des orthoskopischen Zustandes der Plankonvexlinse. Dieser 
wird mit großer Treue durch die Rechnung gezeigt, welche sich auf 
den Mittelpunkt der natürlichen Blende stützt 

Dieser Zustand ist sehr mangelhaft; den objektseitigen Strahlen- 
neigungen von 

fi7o=-10\ -20% -30% -400 

entsprechen die bildseitigen Neigungen der Hauptstrahlen von 

IT, = -6032% -120 49', -18029', -23^8' zirka, 

während die Rechnung für die durch den ersten Hauptpunkt gehenden 
Strahlen das Resultat ergibt: 

fi7, = -1000', -2003', -30012', -40040'. 

Die letzteren Zahlen würden auf einen sehr befriedigenden ortho- 
skopischen Zustand schließen lassen, der jedoch in der Tat gar nicht 
besteht 
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§ 118. Bechnnngsbeispiel für den astigmatischen Eorrektions- 
znstand eines symmetrischen Objektives mittels Fnndamental- 

strahlen. 

Um auch ein vollständiges Beispiel zur Feststellung des astig- 
matischen Korrektionszustandes für ein aus mehreren Flächen be- 
stehendes System zu geben, wählen wir den sogenannten ,3ypeigon- 
doppelanastigmaten", der durch seine weitgehende Bildebenung die 
größte Aufmerksamkeit verdiöutw Wie wir oben (§ 99) auseinander- 
gesetzt haben, können wir für den vorliegenden Fall, da ein symme- 
trisches Objektiv in Frage kommt, den vorderen Hauptpunkt als 
Ereuzungspunkt der Fnndamentalstrahlen ansehen. 



Hypergon. 





lg 




lg 


D- Linie 


r^ = +0,08572220 [8,933093] 


d,= 0,0221222 [8,344828] 


»», = 1, 


r, = +0,08632217 [8,936122] 


(i, = 0,1378777 [9,139494] 


n, = 1,51054 


r, = —0,08632217 [8,936122] 


d, = 0.0221222 [8,344828] 


n, = l. 


r, = —0,08572220 [8,933093] 






n, = 1,51054 
n, = l. 




Paraxialstrahlen. 






1. Flache 


2. Flache 


3. Fläche 


4. Flache 


Ig-^ 




0,635441 + 


9,823891 + 


0,508682 — 


lg-* 




0,179132 + 


9,820868 + 


0,179132 + 


"it^) 


0,814573 + 


9,644759 + 


0,687814 — 


"i 


1,066907 + 


1,063878 + 


1,063878 — 


1,066907 — 




lg(ni — Wo) 


9,708030 + 


9,708030 — 


9,708030 + 


9,708030 — 


'4 


9,820868 + 


0, 


9,820868 + 


0, 


"it-'-^) 


0,595805 + 


0,771908 — 


0,592776 — 


0,774937 + 


1 n^ 

Po «1 


0, 


+ 6,524886 


+ 0,441326 


— 4,873200 


1 n,-no 

^0 »l 


+ 3,9428 


— 5,914363 


— 3,915400 


+ 5,955757 


1 


+ 3,9428 


+ 0,610523 


-3,474074 y 


+ 1,082557 
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HypergoiL 



Par axialstrahlen. 



1. Flftche 



Ig-^ 0,595805 + 
P 

Igdi 8,344828 + 



2. Flftche 

9,785702 + 
9,139494 + 



3. Fläche 



4. Flftche 



0,540839— Ig^ 0,034451 + 
8,344828+ lgi>* 9,965549 + 



Ig^ 8,940633 + 



8,925196 + 8,885667 — p* + 0,923738 



-^+0,0872234 +0,0841775 -0,076854 
1 - -^ + 0,9127766 + 0,9158225 + 1,076854 



Ig-V 0,595805 + 

lg(l-|v) 9,960364 + 

Ig^ 0,635441 + 

lg(l--^) 9,960364 + 

^«(^"^) ^'^61811 + 

lg(l-^) 0,032157 + 

Ig^ 0,034451 + 

lg(l:/0 9,988783 + 

lg/" 0,011217 + 

f + 1,026164 

— 1>* 0,923738 



9,785702 + 
9,961811 + 



0,540839 — 
0,032157 + 



9,823891+ 0,508682 — 



/•-!?* 0,102426 = «>,=go 



^2 ist die EntferauDg des hinteren Hauptpunktes von der letzten 
brechenden Fläche. Wegen der Symmetrie des Systemes ist ^^ *^ch 
zugleich die Entfernung des vorderen Hauptpunktes von der ersten 
brechenden Fläche und geht in die folgende Rechnung als q^ ein, da 
ja die Hauptstrahlen hier durch den vorderen Hauptpunkt gehen. 
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HypergoiL 



Fundamentalstrahlen go = 0,102426. 



ITo = — 10« 
Igq. 9,010410 + 

1 



«7, = — J 



iTo = — 50* 



iro = — 70« 



lg 



1,066907 + 



lg(«.~) 0,077317 + 



9» 



+ 1,194859 



1 



1 — ^0--^^^ 0,194859 

lg(l — ^0-— ) 9,289721 — 
Igsinwo 9,239670 — 



Igsinöfj, 

lgsin/:?o 
IgsiniTi 



8,529391 + 
9,820868 + 

8,350259 + 
9,266946 — 



9,289721 — 
9,698970 — 
8,988691 + 
9,820868 + 

8,809559 + 
9,722910 — 



lg 



9,083313— 9,086649 — 



1^0 - 10* 



-30» 



9,289721 — 
9,884254 — 
9,173975 + 
9,820868 + 

8,994843 + 
9,901854 — 

9,092989 — 

— 50« 



— «0 — 1'56'20,7" — 5«35'28,2" — 8«35' 4,8" 



9,289721 — 
9,972986 — 
9,262707 + 
9,820868 + 

9,083575 + 
9,981935 — 

9,101640 — 

-70» 

— 10*33' 3,0" 



iTo — «0 — 1P56'20,7" — 35«35'28,2" -58*35' 4,8" — 80^33' 3,0" 
+ ^0 + l'H' 0,8" + 3«41'53,3" + 5«40'16,3" + 6«57'45,1'' 



tö, —10*39' 19,9" — 3P53'34,9" 
sin/?o 



smir, 



— 0,1211471 






^^ + 1,121147 
smiOj 

sinÄ 



Igro 
lg«' 



0,049662 + 

8,933093 + 

8,982755 + 

q' + 0,0961070 
— d, —0,0221222 

q, +0,0739848 

8,869143 + 

1,063878 + 



Igii 



— 0,122081 
+ 1,122081 

0,050025 + 
8,933093 + 
8,983118 + 

+ 0,0961874 

— 0,0221222 

+ 0,0740652 
8,869614 + 
1,063878 + 



— 52*54' 48,5" 

— 0,123877 
+ 1,123877 

0,050719 + 
8,933093 + 
8,983812 + 

+ 0,0963412 

— 0,0221222 

+ 0,0742190 
8,870515 + 
1,063878 + 



-73*35' 17,9" 

- 0,126369 
+ 1,126369 

0,051681 + 
8,933093 + 
8,984774 + 

+ 0,0965548 

— 0,0221222 

+ 0,0744326 
8,871764 + 
1,063878 + 



-*(-i) 



9,933021 + 9,933492 + 9,934393 + 9,935642 + 
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Fundamentalstrahlen g^ = 0402426. 





«ro = -10» 


ir, = — 30» 


«7, = -50» 


IT. = —70* 


1 

'■•fr 


+ 0,857080 


+ 0,858010 


+ 0,859792 


+ 0,862268 


.-i 


+ 0,142920 


+ 0,141990 


+ 0,140208 


+ 0,137732 


M'— ^) 


9,155093 + 


9,152258 + 


9,146773 + 


9,139035 + 


Igsintr^ 


9,266946 — 


9,722910 — 


9,901854 — 


9,981935- 


Igsin«! 


8,422039 — 


8,875168 — 


9,048627 — 


9,120970- 


■«^ 


0,179132 + 

8,601171 — 
9,297001 — 


0,179132 + 


0,179132 + 


0,179132 + 


Igsin^i 
Igsinir, 


9,054300 — 
9,748654 — 


9,227759 — 
9,919686 — 


9,300102 — 
9,989596 — 


^ siniT, 


9,304170 + 


9,305646 + 


9,308073 + 


9,310506 + 




— 10»39'19,9" 
+ 1»30'51,5" 


— 3P53'34,9" 

+ 4*18' 8,2" 


- 52*54' 48,5" 
+ 6*25' 18,6" 


-73*35' 17,9" 
+ 7*35'31,7" 


«'i — «1 


— 9» 8'28,4" 

— 2^7' 15,9" 

— 11*25' 44,3" 


— 27»35'26,7" 

— 6»30'23,9" 


— 46»29'29,9" 

— 9»43'36,4" 


— 65*59' 46,2" 
— 11*30'43,2" 


«p. 


— 34» y50,6" 


— 56*13' 6,3" 


— 77*30^29,4" 


sinft 
sin«;. 


+ 0,2014514 


+ 0,2021371 


+ 0,2032700 


+ 0,204412 


1 Binft 
sin IT, 


+ 0,7985486 


+ 0,7978629 


+ 0,7967300 


+ 0,795588 


ig(i •?"''• ) 

^ \ sin IT, / 


9,902301 + 
8,936122 + 

8,838423 + 


9,901928 + 
8,936122 + 


9,901311 + 
8,936122 + 


9,900688 + 
8,936122 + 


lg?" 


8,838050 + 


8,837433 + 


8,836810 + 




+ 0,06893233 

— 0,1378777 

— 0,06894537 


+ 0,06887317 
— 0,1378777 


+ 0,06877533 

— 0,1378777 

— 0,06910237 


+ 0,06867683 
— 0,1378777 


9> 


— 0,06900453 


— 0,06920087 


lg9t 


8,838505 — 


8,838878 - 


8,839493 — 


8,840111 — 


H 


1,063878 — 


1,063878 — 


1,063878 — 


1,063878 — 


teU-i) 


9,902383 + 


9,902756 + 


9,903371 + 


9,903989 + 
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Hypergon. 

Fundamentalstrahlen g^ = 0,102426. 





ir, = _10» 


«,, = — 30* 


IT. = — 50^ 


ir, = -70» 


-i 


+ 0,7986983 


+ 0,799385 


+ 0,8005283 


+ 0,801658 


— i 


+ 0,2013017 


+ 0,200615 


+ 0,1994817 


+ 0,198342 


..(.-..i) 


9,303848 + 


9,302364 + 


9,299903 + 


9,297414 + 


lg sin IT, 


9,297001 — 


9,748654 — 


9,919686 — 


9,989596 — 


Igsina, 


8,600849 — 


9,051018 — 


9,219589 — 


9,287010 — 


< 


9,820868 + 


9,820868 + 


9,820868 + 


9,820868 + 


Igsinft 


8,421717 — 


8,871886 — 


9,040457 — 


9,107878 — 


lg sin IT, 


9,266968 — 


9,723114 — 


9,902213 — 


9,982201 — 


^ sin IT, 


9,154749 + 


9,148772 + 


9,138244 + 


9,125677 + 


«;, 


— 11*25' 44,3" 


-34» 5^50,6" 


— 56n3' 6,3" 


— 77*30'29,4" 


— «. 


+ 2n7' 9,8" 


+ 6*27'26,8" 


+ 9»32'37,7" 


+ 11» 9^56,4" 


tu, — Ä, 


— 9» 8^34,5" 


— 27^38' 23,8" 


— 46*40' 28,6" 


- 66*20'33,0" 


+ A 


— 1»30'47,4" 


— 4n6'll,4" 


— 6*18' 6,0" 


— 7*21' 55,y' 


«^i 


— 10«39'21,9" 


— 31»54'35,2" 


— 52*58' 34,6" 


— 73*42' 28,5^' 


sin^, 
sintr. 


+ 0,1428068 


+ 0,1408548 


+ 0,1374813 


+ 0,1335603 


j sm/?, 
smtr. 


+ 0,8571932 


+ 0,8591452 


+ 0,8625187 


+ 0,8664397 


ig(i ""''•) 

*\ sin»,/ 


9,933079 + 


9,934067 + 


9,935768 + 


9,937738 + 


Igr, 


8,936122 — 


8,936122 — 


8,936122 — 


8,936122 — 


lg«'" 


8,869201 — 


8,870189 — 


8,871890 — 


8,873860 — 


g«' 


— 0,0739948 


— 0,0741633 


— 0,0744543 


— 0,0747928 


-rf. 


— 0,0221222 


— 0,0221222 


— 0,0221222 


— 0,0221222 


9> 


— 0,0961170 


— 0,0962855 


— 0,0965765 


-0,0969150 


lg«. 


8,982800- 


8,983561 — 


8,984872 — 


8,986391 — 


"i 


1,066907 — 


1,066907 — 


1,066907 — 


1,066907 - 


u(,..i) 


0,049707 + 


0,050468 + 


0,051779 + 


0,063298 + 
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Hypergon. 





Fundamentalstrahlen g^ 


= 0,102426. 






tr, = — 10« 


w. = -30« 


tro = — 50« 


»• = — 70* 


1 


+ 1,121262 


+ 1,123228 


+ 1,126624 


+ 1,130571 


— i 


— 0,121262 


— 0,123228 


— 0,126624 


— 0,130571 


<(.--i) 


9,083725 — 


9,090709 — 


9,102516 — 


9,115846- 


Igsinir, 


9,266968 — 


9,723114 — 


9,902213 — 


9,982201- 


lg sin«, 
Ign, 


8,850693 + 
0,179132 + 


8,813823 + 
0,179132 + 


9,004729 + 
0,179132 + 


9,098047 + 
0,179132 + 


Igsinft 
Igsinti;« 


8,529825 + 
9,239666 — 


8,992955 + 
9,698943 — 


9,183861 + 
9,884220 — 


9,277179 + 
9,972971- 


^ Sin «74 


9,290159 — 


9,294012 — 


9,299641 — 


9,304208- 




— 10»39'21,y' 

— P17' 5,5" 


— 31»54'35,2" 

— 3^44' 4,8" 


— 52»58'84,6'' 

— 5^48' 8,0" 


— 73»42'28,5" 

— 7ni'58,9" 


+ A 


— 1P56'27,4" 
+ P56'27,7" 


— 35*38' 40,0" 
+ 5*38'47,5" 


— 58»46'42,6'' 
+ 8»47' 2,0" 


-80^54' 27,4'' 
+ 10»54'45,6" 


«;, 


— 9«59'59,7" 


— 29»59'52,5" 


— 49»59'40,6" 


— 69«59'41,8" 


sinft 
sin«;« 


— 0,195056 


— 0,196794 


-0,199361 


— 0,201469 


1 sin/?, 
sin 11^4 


+ 1,195056 


+ 1,196794 


+ 1,199361 


+ 1,201469 


ig{i r^*) 

lg»-. 


0,077388 + 
8,933093 — 


0,078020 + 
8,933093 — 


0,078950 + 
8,933093 — 


0,079713 + 
8,933093 - 




9,010481 — 
— 0,1024426 


9,011113 — 
— 0,1025919 


9,012043 — 
— 0,1028119 


9,012806 — 
— 0,1029926 


Igr. 
lg8m(to, — txjt 


8,933093 + 
9,315701 — 

8,248794 — 
— 0,01773348 


8,933093 + 
9,764921 — 


8,933093 + 
9,931158 — 

8,864251 — 
— 0,07315617 


8,933093 + 
9,994067 — 


IgÄ. 


8,698014 — 
— 0,0498900 


8,927160- 
— 0,0845590 


Igri 
lg8in(»,— «,) 


8,936122 + 
9,201038 — 


8,936122 + 
9,665724 — 


8,936122 + 
9,860502 — 


8,936122 + 
9,960717 — 


IgÄ. 


8,137160 — 
— 0,01371388 


8,601846 — 
— 0,03998027 


8,796624 — 
— 0,06260714 


8,896839 — 
— 0,0788568 


Igr, 
Igain (», — «,) 


8,936122 — 
9,201118 — 


8,936122 — 
9,666437 — 


8,936122 — 
9,861814 — 


8,936122 — 
9,961877 — 


lg». 


8,137240 + 
+ 0,01371641 


8,602559 + 
+ 0,04004600 


8,797936 + 
+ 0,06279657 


8,897999 + 
+ 0,07906767 
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Hypergon. 



lgBin(tt7, — «,) 
IgÄ, 

lg** 
lg(5*-P*) 

lg cos 11^4 

IgX* 
— X* 

Hyperion. 



Fundamen 

iro = -10» 

8,933093 — 
9,315767 — 

8,248860 + 
+ 0,01773617 

8,248860 + 
9,239666 — 

9,009194 — 

— 0,1021395 

— 0,1024426 

— 0,9237380 

— 1,0261806 

0,011224 — 
9,993351 + 

0,017873 — 

— 0,1021395 
+ 1,042012 



talstrahlen q^ 

8,933093 — 
9,765485 — 

8,698578 + 
+ 0,04995489 

8,698578 + 
9,698943 — 

8,999635 — 

— 0,0999160 

— 0,1025919 

— 0,9237380 

— 1,0263299 

0,011287 — 
9,937540 + 

0,073747 — 

— 0,0999160 
+ 1,185078 



= 0,102426. 

iro=-50« 

8,933093 — 
9,932052 — 

8,865146 + 
+ 0,07330700 

8,865145 + 
9,884220 — 

8,980925 — 

— 0,0957028 

— 0,1028119 

— 0,9237380 

— 1,0265499 

0,011380 — 
9,808116 + 

0,203264 — 

— 0,0957028 
+ 1,596848 



töo = -70» 

8,933093 — 
9,994508 — 

8,927601 + 
+ 0,08464500 

8,927601 + 
9,972971 — 

8,954630 — 

— 0,09008040 

— 0,1029926 

— 0,9237380 

— 1,0267306 

0,011457 — 
9,534157 + 

0,477300 — 

— 0,09008040 
+ 3,001236 



+ 0,9398725 + 1,0851620 + 1,501145 + 2,911156 



Sagittalstrahl. 
Wo = — 10« 1^0 = — 30« 



IgcosÄo 9,999751 + 
Ig-^ 9,820868 + 



9,997929 + 
9,820868 + 



tt^o = — 50* ti^o = — 70* 
9,995107 + 9,992595 + 
9,820868 + 9,820868 + 



lg; 



cos^o 

K cos«, 9 320728 + 
\n, cospo/ 



0,000109+ 0,000905+ 0,002131+ 0,003215 + 



^ f*l COBßo 

n, cosÄo 
»»1 * 



2 l».o 



cos^o 

COS<Xp 



- 0,6618017 

. ^0,3381983 
cos^o 

lg(l_J?o.<^^«M 9,529172 + 
**\ flj cos/?o/ 

Igcos^o '9,999891 + 

lg-} 1,066907 + 

lg— 0,595970 + 
Igo' 9,404030 + 



9,819702 + 
+ 0,6602400 
+ 0,3397600 

9,531172 + 
9,999095 + 
1,066907 + 

0,597174 + 
9,402826 + 



9,818106+ 9,816678 + 
+ 0,6578186 + 0,6556586 
+ 0,3421814 +0,3443414 



9,534257 + 
9,997869 + 
1,066907 + 

0,599033 + 
9,400967 + 



9,536989 + 
9,996785 + 
1,066907 + 

0,600681 + 
9.399319 + 
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SagittalstrahL 

tc. = — 10* «. = — 30* ir. = — 50* 

Ä. — 0,017T3S48 — 0^98900 — 0,07315617 

— A,-f 001371388 -f 0,03998027 -f 0,06200714 



ic. = — 70* 
— aOW5590 
+ 0,0788568 



*• — *i— OrÖO4O19e0 —0,00990973 —0,01054903 —0,0057022 

lg(*#~*i) 7,604183— 7.996062— 8/)28212 — 
Igsinir. 9,266946— 9.722910— 9,901854 — 



7,756042 — 
9,981935 — 



lg 



8,337237+ 8,273152 + 



8,121358 + 



SlDITi 

a' + 0,2535306 +0,2528283 +0,2517488 

V^*' — 0,0217389 — 00)187565 — 00132238 
sintr. 



a, + 0,2317917 + 0,2340718 + 0,2385250 
Igoj 9,365098+ 9,369349+ 9,377539 + 



Ig- 



0,634902 + 



Ig-^ 0,179132 + 



0,630651 + 
0.179132 + 



lg (-^ . — ) 0,814034 + 0,809783 + 



Igcosft, 9,999848 + 
Ig^ 0,179132 + 

Ig-i^- 0,000347 + 



9,998774 + 
0,179132 + 

0,002807 + 



0,622461 + 

0,179132 + 

0Ä)1593 + 

9,997266 + 
0,179132 + 

0,006289 + 



j^/jh coeaij Q 179327^ 0,180713+ 0,182687 + 

— , S??^ ju 1.511217 + 1.516048 + 1,522955 
IS co«A 



1 — 



«( 



11) C08/?, 

^ n, coea 



-0,511217 —0,516048 —0,522955 



^) 9,708605— 9,712690- 9,718464- 
P\' 

Igcosß, 9,999653+ 9,997193+ 9,993711 + 

lg— 1,063878+ 1,063878+ 1,063878 + 



lgj£!^i(l_^.^^jj 0,772136— 0,773761— 0,776053 — 
5??^[i_J?L.c?8^\_5 917471 —5,939650 -5,971086 



— . ^ + 6,516800 + 6,453314 + 6,332757 
^t »h 



-^+0,599329 +0,513664 +0,361671 



7,774107 + 

+ 0,2507950 

— 0,0059444 

+ 0,2448506 
9,388901 + 

0,611099 + 

0,179182 + 

0,790231 + 

9,996176 + 
0,179182 + 

0,008826 + 

0,184184 + 

+ 1,528038 

— 0,528038 

9,722665 — 
9,991174 + 
1,063878 + 

0,777717- 

— 5,994000 
+ 6,169229 
+ 0,175229 
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SagittalstrahL 
ir, = — 10» tr, = — 30» 



1 



Ig^, 9,777665+ 9,710679 + 

Iga" 0,222335 + 0,289321 + 

Ä, — 0,01371388 — 0,03998027 

— Ä, — 0,01371641 — 0,04004600 



A,—Ä,— 0,02743029 

Ig(Äi--Ät) 8,438231- 
Igsinw, 9,297001 — 



-0,08002627 
8,903233 — 
9,748654 — 



ic^ = — 50» 

9,558313 + 
0,441687 + 

— 0,06260714 

— 0,06279657 

— 0,12540371 

9,098311 — 
9,919686 - 



IT, = - 70* 

9,243606 + 
0,756394 + 

— 0,0788568 

— 0,0790677 

— 0,1579245 
9,198450 — 
9,989596 — 



^«^^Ii~^ 9,141230 + 



sin IT, 

a"+ 1,668535 

sinu^, 



9,154579+ 9,178625+ 9,208854 + 



-0,138430 



lg 



a, + 1,530105 
Igo, 0,184721 + 
1 



9,815279 + 



Ig-^ 9,820868 + 



+ 1,946800 
— 0,142751 

+ 1,804049 
0,256249 + 

9,743751 + 

9,820868 + 



+ 2,764950 
— 0,150878 

+ 2,614072 
0,417318 + 

9,582682 + 

9,820868 + 



+ 5,706814 
— 0,161754 

+ 5,545060 
0,743906 + 

9,266094 + 

9,820868 + 



lg (_L . ^?.) 9,636147 + 9,564619 + 9,403550 + 9,076962 + 
0) '•f ' 



lg cos«, 9,999654 + 
Ig^ 9,820868 + 



9,997236 + 
9,820868 + 



9,993947 + 
9,820868 + 



9,991700 + 
9,820868 + 



Ig- 



1 



'cos^, 

(«..cos«, 3820674 + 
'^Vn. cos^./ ' ' 



0,000152+ 0,001207+ 0,002681+ 0,003599 + 



9,81931 1 + 9,817446 + 9,816167 + 



1 — 



n, cos^, 
IS cos«, 



+ 0,6617200 +0,6596457 
•0,3382800 +0,3403543 



lg (l - ^ • ^^) 9,529276 + 9,531932 + 

" \ n, cos/?,/ ' I ? • 

IgcosA 9,999848+ 9,998793 + 

lg ^- 1,063878 — 1,063878 — 



+ 0,6568200 +0,6548883 

+ 0,3431800 +0,3451117 

9,535522+ 9,537960 + 
9,997369 + 9,996401 + 
1,063878— 1,063878 — 



fcos^^ n^ oos^\l Q^593QQ2_ 0,594603- 0,596769- 0,598239 — 
L r, \ n, cospj/ J 
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SagittalstrahL 

w. = — l(f «^, = — 30* «^ = — 50» «. = — 70* 

^^(l — ^.^^) — 3^17436 —3^31908 —3^51564 —3.964964 

— • ^ + a432660 — 0.366960 -A- 0.253251 -f ail93d8 

^'f "i J 

^ — 3.4€47T6 —3,564948 —3.698313 —3.845576 



Ig^, 0.542175- 
lg<i'^ 9.457825 — 

A, — a01371641 
— *,— a01773617 



A, — *, — 0.00401976 

Igik, — Ä,) 7.604200 — 

Igsinir, 9.266968 — 



0.552053 — 
9.447947 — 

-aC4004600 
Ci.04995489 

-a0099iD889 
7.996025 — 
9.723114 — 



0.568004 — 
9.431996 — 

-0,06279657 
-aO733O70O 

-a01(^1043 
8.021621 — 
9.9Cr2213 — 



0.584961- 
9.415039- 

-r 0.07906767 
— Ö.08464500 

-0.00557733 
7.746426 — 
9i>82201 — 



lg \ *' 8.337232 -r 



8,272911 -f 8.119408 -f 7.764225 -f 



o'" — a286962 



am IT. 



— 0.2805093 
0.0217386 —0.0187461 



a, — 0.3l»S7013 
Iga, 9.489539 — 



-0.2992554 
9.476042- 



— 0.2703931 

— 0,0131646 

— 0,2835577 
9.452641 — 



— 0,260Ci394 

— 0,0058107 

— 0,2658501 
9.424637 - 



lg— 0.510461 — 



lg-* 0.179132- 



0.523958 — 0.547359 — 0.575363 — 
0.179132+ 0.179132+ 0,179132 + 



lg(— •— I 0.689593— 0.703090— 0.726491— 0.754495 — 



Igcos^k, 9,999891 + 



Ig-^ Ö.179132- 



Igcos 



A 



ig( 



»4 co«^. 



) 0.179272- 



9.999077 + 
0,179132 + 



0,000249+ 0.002113 + 



9.997769 + 
ai79132 + 

0,005124 + 



0.18C»322+ 0.182025 + 



9.996562 + 
0.179132 + 

0,007925 + 

0,183619 + 
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HypergoiL 



Sagittalstrahl. 
Wo = — 10« Wo = — 30« 
n^ cofih^ 1,511028 + 1,514683 

1 _ ^ . 5?^ _ 0,511028 - 0,514683 



tt7o = — 50« iTo = - ^O» 
+ 1,520634 + 1,526228 

— 0,520634 —0,526228 



lg(l_!?L.?2^.) 9,708444- 

Igcos^, 9,999751 + 

lg— 1,066907 — 



9,711540 — 
9,997887 + 
1,066907 — 



9,716533 — 
9,994876 + 
1,066907 — 



9,721174 — 
9,992075 + 
1,066907 — 



r cos^ /j_^.co8^\| 0,775102 + 0,776334 + 0,778316 + 0,780156 + 
L Tj ^ n^ cos/>j/ J 

cosÄ (i _ ^ . 2^] + 5,958025 + 5,974943 + 6,002275 + 6,027757 



— . ^ — 4,893200 — 5,047656 — 5, 



,327100 



-6,681914 



-^ + 1,064825 + 0,927287 + 0,675175 + 0,345843 

Ig-^ 0,027278+ 9,967215+ 9,829417+ 9,538879 + 
Iga* 9,972722+ 0,032785+ 0,170583+ 0,461121 + 

a* + 0,9391220 + 1,078413 + 1,481097 + 2,891487 

— K, — 0,9398725 — 1,085162 — 1,501145 — 2,911156 

Ao^ — 0,0007505 — 0,006749 — 0,020048 — 0,019669 

lg J o* 6,875351 — 7,829239 — 8,302071 — 8,293782 — 
Igcostc, 9,993351+ 9,937540+ 9,808116+ 9,534157 + 

IgJrJ 6,868702— 7,766779— 8,110187— 7,827939 — 

Az^ — 0,00073910 — 0,0058449 — 0,012888 — 0,0067288 



jrgon. 



Meridionalstrahl 
Wo = — 10« Wo = — 30« 



1 



lg— 1,066907 + 
^StL- 0,000109 + 



coa^o 

lg(l-?-3) 9,529172 + 
\ rij cos Po' 

1 /j_«. co8«,\l 1 0,596188 + 



'0^ — ovj Wo = — 50« Wo = — 70« 
1,066907 + 1,066907 + 1,066907 + 



0,000905 + 0,002131 + 0,003216 + 
9,531172+ 9,584267+ 9,686989 + 
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Meridional strahl. 

iTo = — 10* »0 = — 30» IT, = — 50« 
Igr 9,403812+ 9,401016+ 9,396705 + 
r + 0,2534029 +0,2517771 +0,2492900 



sinu^j 



-0,0217389 —0,0187565 —0,0132288 



f, + 0,2316640 + 0,2830206 + 0,2360662 
Igf, 9,364859+ 9,367394+ 9,378084 + 



9,892889 + 
+ 0,2471094 
— 0,0059444 

+ 0,2411650 
9,882814 + 



Ig-p 0, 



1,635141+ 0,632606+ 0,626966+ 0,617686 + 



"(i 



Ig-^ 0,179132 + 
lg cos« «i 9,999696 + 

^'^) 0,814663 + 



0,179132 + 
9,997548 + 
0,005614 + 



0,179132 + 
9,994532 + 
0,012578 + 



0,179182 + 
9,992852 + 
0,017652 + 



t^ fs cosVi 



0,814900+ 0,818208+ 0,806822 + 



lg— 1,068878 + 



Ig- 



1 



0,000347 + 



COBßi 

lg(l_ it. -«?««._) 9,708605- 
Igf— ^r(l---^)l 0,772830- 



1,063878 + 
0,002807 + 
9,712690 — 



1,063878 + 
0,006289 + 
9,718464 — 



1,068878 + 
0,008826 + 
9,722665- 



0,779375 — 0,788631 — 0,795869 - 



1 tlj COS'«| 
fj ' fl, COS*^i 



-^ -L 6,526243 + 6,539800 + 6,504414 

L_ (i — -*^ . .2^^] _ 5,926929 — 6,016929 — 6,146543 

Tj • oosft \ »s oosft / 



+ 6,409471 
— 6,242650 



-ir + 0,599314 +0,512871 +0,357871 +0,166821 
z 

lg L 9,777655+ 9,710008+ 9,553726+ 9,222251 + 
Igt" 0,222345+ 0,289992+ 0,446274+ 0,777749 + 

t " + 1,668578 + 1,949809 + 2,794306 + 5,994448 

0,138430 —0,142751 —0,150878 —0,161754 



K—h^ 



sin fr. 



U + 1,530143 + 1,807058 + 2,643428 + 5,832689 
lg«, 0,184732+ 0,256972+ 0,422167+ 0,765869+ 
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pergon. 



lg cos' a^ 
^^cos^iJ, 

COS' 



Meridionalstrahl. 
iro = -10' ir. = — 30» 
9,815268+ 9,743028 + 



9,820868 + 
9,999308 + 
0,000304 + 



9,820868 + 
9,994472 + 
0,002414 + 



tt7o = — 50» 
9,577833 + 

9,820868 + 
9,987894 + 
0,005262 + 
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u\> — — 70» 
9,234131 + 

9^20868 + 
9,983400 + 
0,007198 + 



1« (-^ jl^ • colv* ) ^'635748 + 9,560782 + 9,391857 + 9,045597 + 



Ig^ 



Ig- 



cos^, 

^\ fl, cos^, / 

r, • cos^, \ n, cos/?, /J 

1 ^ /- n^ ^ cos«, \ 

r, • cos/?, \ n, cos/?, / 



1,063878 — 
0,000152 + 
9,529276 + 
0,593306 — 



1,063878 — 
0,001207 + 
9,531932 + 



1.063878 — 
0,002631 + 
9,535522 + 



1,063878 — 
0,003599 + 
9,537960 + 



0,597017 — 0,602031 — 0,605437 — 



+ - 



cosp 

cos'«, 

cos'^. 



-3,920182 —3,953818 
-0,432263 +0,363733 



— 3,999736 
+ 0,246523 



— 4,031227 
+ 0,111070 



- — 3,487919 — 3,590085 — 3,75321 3 — 3,920157 



^«7/// 



l 
Igt"' 

sin fr, 

<.- 
Igt. 



0,542566 — 
9,457434 — 
■0,2867040 
■0,0217386 

0,3084426 
9,489175 — 



0,555105 — 
9,444895 — 
-0,2785447 
-0,0187461 

■0,2972908 
9,473181 — 



0,574403 — 
9,425597 — 
- 0,2664388 
-0,0131646 

■0,2796034 
9,446542 — 



0,593303 — 
9,406697 — 
-0,2550924 
-0,0058107 

- 0,2609031 
9,416479 — 



Ig- 
Ig^ 



■^(i 






lg cos'«, 

'^cosV, 
cos* «, \ 
cosVs^ 



0,510825 — 

0,179132 + 
9,999782 + 
0,000498 + 

0,690287 — 



0,526819— 0,553458— 0,583521 — 



0,179132 + 
9,998154 + 
0,004226 + 



0,179132 + 
9,995588 + 
0,010248 + 



0,179132 + 
9,993124 + 
0,015850 + 

ft771627 — 
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Hypergon. 




Meridionalstrahl. 










iro = -10' 


u;, = -30* 


io^ = — 50» 


i»o = — 7Ö* 






lg— 1,066907 — 


1,066907 — 


1,066907 — 


1,066907- 






^^coU" ^'^249 + 


0,002113 + 


0,005124 + 


0,007925 + 


ig(i- 






9,711540 — 


9,716533 — 


9,721174- 


^Ir, .008/?, l^ 


0,780560 + 


0,788564 + 


0,796006 + 


^ (l 
r, • cos^, \ 


«4 


•^) +>.»"»' 


+ 6,033871 


+ 6,145600 


+ 6,251814 


1 


^4 


-^ + 1,064394 


-5,108944 


— 5,474900 


— 5,910588 




+ 0,924427 


+ 0,670700 


+ 0,841276 






Jg-^ 0,027103 + 


9,965873 + 


9,826528 + 


9,638106 + 






Igf* 9,972897 + 


0,034127 + 


0,173472 + 


6,466894 + 






t* + 0,939500 
— ^* — 0,9398725 


+ 1,081750 
- 1,085162 


+ 1,490979 
— 1,501145 


+ 2,980180 
— 2,911156 






^<* — 0,0003725 


— 0,003412 


— 0,010166 


+ 0,019024 






IgJt* 6,571126 — 
Igcosti?^ 9,993351 + 


7,533009- 
9,937540 + 


8,007150 — 
9,808116 + 

7,815266 — 


8,279802 + 
9,584167 + 




IgJ zj 6,564477 — 


7,470549 — 


7,818469 + 






^-5^ — 0,00036684 


-0,0029549 


-0,0065353 


+ 0,0065082 



§ 119. Die Bestimmung des Ortes der natflrlleheii Blende fOr 
ein zentriertes System Yon fünf brechenden Fläehen« 

Wir haben uns bei den Zahlenbeispielen in den §§ 115 und 118 
bereits der Fundamentalstrahlen bedient. Doch geschah die Be- 
stimmung des Ortes der natürlichen Blende dort in besonders einfacher 
Weise und wir hatten nicht notig zu seiner Bestimmung die Formeln 
des § 93 heranzuziehen. 

Um jedoch zu zeigen, wie sich die BechnuDg bei einem unsymme- 
trischen aus mehreren Flächen bestehenden Systeme gestaltet^ geben 
wir auch dafür ein Beispiel^ das in dem Rechenbureau der optischen 
Werkstatte von C. P. Goerz in Friedenau ausgeführt ist 
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Zunächst transformieren wir die in § 89 bis 93 gegebenen For- 
meki auf die in diesem Kapitel angewandte Bezeichnungsweise und 
erhalten für die Größen Ä^ [Gleichung (259) S. 150] Ä [Gleichung (260a) 
8. 151] C^ [Gleichung (275) S. 156] und Q^ [Gleichung (260) 8. 150] 
unter der Yoraussetzimg, daß n^ = 1 ist : 

4> = i, 



(331) 



A 


= 


P' 


y 




A 


= 


Pi 
P' 


Pi 
P" 


> 


A 


= 


Pi 
P' 


' P" 

usw. 


p» 

p'" 



(332) 



B.= 



5i = 



B,= 



1 

1 
n,'P" 

1 



Po 



1 



fh'P" 



«1 -Pi 

1 
Wj • Pt 



usw. 



(333) 



Co = 0, 



a = 



0.= 



fhAA 

nsAA 
usw. 



+ C, , (334) 



+ C, 



{ ^ _1 1 (1 1\ 



usw. 



(335) 



Dann ergibt sich e gemäß § 93 Gl. (277) aus der linearen Gleichung: 

I AlB^ Q, [AI Qo + e(l + AI C, q,)\ + 

1 A -Bi <2i M? <2i + «(1 + ^? Ci q,)\ + usw. = 

und es ist für ^^ = oo der Abstand x^ des Mittelpunktes der natür- 
lichen Blende im Objektraume 

(336) ^i = -7- 

Die Durchrechnung wird für ein aus vier Linsen verkittetes 
Objektiv von der Brennweite Eins ausgeführt, dessen Konstruktions- 
daten folgende sind: 

Logarithm. d. Radien Logarithm. d. Dicken 

lgdt=8 
Igd, = 8,079181 
\%d^ = 7,698970 
\%ä^ = 8,255273 



Brechungsexp. ^Sex^ 



Igro = 9,130768 — 
Igr, = 8,838632 — 
Igr, = 8,738024 - 
lgr, = 9,354578 + 
lgr^ = 9,175190- 
Gleichen, Photographische Optik. 



n, = 1,61546 


0,208296 


n3 = 1,49670 


0,175185 


♦»3 = 1,55045 


0,190458 


n, = 1,61375 


0,207887 



15 
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Wie in den §§ 109 und 112 gehört jede Vertikalreihe einer Fläche 
an. Die Indizes der Formeln am linken Rande beziehen sich auf die 
erste Flache mit dem Index 0. Zunächst erfolgt die Feststellung der 
paraxialen Schnittweiten durch sukzessive Anwendung der Gleichungen: 

P' Po ^ »"o X Pi P 



1-4' 





/>. = oo 















1 


o 


3 


4 


4 




0,438061- 


0,248109 — 


0,364694 — 


0,296333- 


< 




0,033161 + 


9,984677 + 


9.982621 + 


0,207837 + 


<-^ 


0,471222 — 


0,232786 — 


0,347315 — 


0,504170- 


■«^ 


(V8e9232 — 


1461368 - 


1,261976 — 


0,645422 + 


0,824810- 


ig(».-v 


9.TS9e00 + 


9.074670 — 


8,730378 + 


8,801404 + 


9,787992 — 


< 


9.T917(H + 


9.824865 + 


9.,809542 + 


9,792163 + 







0,450136 — 


0,060903 + 


9^1896 — 


9,238989 + 


0,612802 + 


« 1 





-2^59527 


— 1.709173 


— 2Ä4925 


— 3J92786 


1 «s-«.. 

r, », 


-2^1?:^: 


-r 1.150W3 


— 0.633718 


+ ai73376 


+ 4.10O173 


1 


-2^1^267 


-1Ä>8»84 


— 2^2891 


— 2,061549 


+ 0907387 


'»;• 


0.4Ö0136 — 


0.2574^ — 


0J69752 — 


0.3l2i}82- 


9,957793 


1?* 


S.45C»I36 — 


^079181 + 


7.698970 + 


8.255273 + 




<■ 


8.336616 — 


8.068722 — 


8.567355- 


,-f.- 


- Li>2$l!i^ 


-r U>*170i? 


+ Uni714 


+ liÄ592& 




"r 


0.4X136 — 


0^7435 - 


0.369752 — 


0.31^« — 




"■-; 


o.oiac-rs 


OjV'9326 


O.OOoOö^ 


Oa}1574* 




i.f- 


iw»:«i- 


044810» — 


04i»6»l — 


IV2K3S3— 
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p» = — 0,3547025 
p'' = — 0,5527963 
^'"= — 0,4268230 
p^ = — 0,4874367 
p^ = + 1,102064 



p,= — 0,8647025 
p, = — 0,5647950 
l?3 = _ 0,4818230 
p^ = — 0,5054367 



Berechnung der Größen A gemäß Gleichung (831): 



Igpl 


9.561939 — 


9,751891 - 


9,635306 - 


9,703667 - 


Igp' 


9,549864 — 


9,742565 - 
0,009326 + 


9,680248 — 
0,005058 + 


9,687918- 




0,012075 + 


0,016749 + 






0,012075 


0,021401 


0,026459 






0,009326 


0,005058 


0,015749 


Ig^ 


lgi4i 0,012075 + 


0,021401 + 


0,026459 + 


0,0422rj8 + 


^=1 


A, + 1,028193 


1,050512 


1,062818 


1,102067 



lgi>' 
lg«l 

\ 

1 



Berechnung der Größen B gemäß Gleichung (332): 
9,549864— 9,742565— 9,630248- 9,687918- 0,042207 + 
0,208296+ 0,175135 0,190458 0,207837 



1«:^ 



Igl^i 
lg*»i 

1 



9,758160— 9,917700— 9,820706— 9,895755— 0,042207 + 
0,241040— 0,082300— 0,179294— 0,104245- 9,957793 + 
-1,745180 —1,208647 —1,511103 —1,271291 +0,9073880 



1_ 

P'' «i 

_ 1 

B. 
lg«. 





9,561939 — 


9,751891 - 


9,635306 - 


9,703667 




0.208296 


0,175135 
9,927026 - 


0,190458 
9,825764 - 


0,207837 




9,770235 - 


9,911504 




0,229765 — 


0,072974 — 


0,174236 - 


0,088496 




— l,097;m 


- 1,182070 


- 1,49;Wj7 


- 1,22^/;17 


— \rA:,W) 


- Xä^y^rM 


1,511103 


- 1,271291 


f 0,907388 





-r 0,4 ^-«^M 7 


0,328138 
9,&ie06O- 


+ l,49;*^Xl7 


+ l,22^X;17 


- l,7451b'> 


J^tLWULAß^ 


4.2.13M0& 


0,-'41840 


9,^>//j22 -t 
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Berechnung der Invarianten Q gemftß Gleichung (334): 



^-V 



14,5 



— 18,28 



+ 4,42 



— 6,680517 



— -V + 2,819267 + 1,808984 + 2,342891 +2,051549 —0,907387 



^ — 4,580733 —12,691016 —15,937109 +6,471549 —7,587904 

*o P 

lg(y — -^) 0,660935— 1,103501— 1,202410— 0,811008+ 0,880122- 
Ign, 0,208296 0,175135 0,190458 0,207887 



lg Co 0,869231— 1,278636— 1,392868— 1,018845+ 0,880122- 
ft — 7,4 —18,99487 —24,70972 +10,44348 —7,5879 



Berechnung der Größen C gemäß Gleichung (333): 



Ig^i 



igc. 



8 + 
9,791704 + 


8,079181 + 
9,824865 + 


7,698970 + 
9,809542 + 


8,255273 + 
9,792163 + 





9,987925 + 


9,978599 + 


9,978541 + 


9,987925 + 


9,978599 + 


9,973541 + 


9,957792 + 


7,779629 + 


7,870570 + 


7,460652 + 


7,978769 + 


0,00602045 



0,00742283 
0,00602045 


0,00288837 
0,01344328 


0,0095229 
0,0163317 



+ 0,00602045 +0,01344328 +0,01633165 +0,0258546 
7,779629 + 8,128505 + 8,213030 + 8,412538 + 



Berechnung der Koeffizienten von z und der von z freien Glieder 

der Gleichung (335): 



Ig^o «> 

IgQo 0,869231 - 



0,024150 + 0,042802 H - 0,052918 + 0,084416 + 
7,779629+ 8,128505+ 8,213030+ 8,412538 + 
1,278636— 1,392868— 1,018845+ 0,880122- 



IgÄlC.Q, cx> 

ÄlCoQo 
1+ÄIC\Q, 1 



9,082415 — 9,564175 - 



9,284793+ 9,377076- 



— 0,1208969 — 0,366585 + 0,1926605 — 0,2382737 
+ 0,8791031 +0,633415 +1,1926605 +0,7617263 
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lg«. 0,869231 ■ 



0,024150+ 0,042802+ 0,052918+ 0,084416 + 
1,278636 — 1,392868 — 1,018845 + 0,880122 — 



IgÄlQ. 0,869281— 1,302786— 1,435670— 1,071763+ 0,964538 — 

IgJlJ 0,024150+ 0,042802+ 0,052918+ 0,084416 + 

IgBo 0,241840— 9,689022+ 9,516050— 9,346971+ 0,320073 + 

Igft 0,869231— 1,278636— 1,392868— 1,018845+ 0,880122 — 



IgÄlB^Qo 1,111071+ 0,991808— 0,951720+ 0,418734+ 1,293611 — 

IgÄlB^Qo 1,111071+ 0,991808— 0,951720+ 0,418734+ 1,293611 — 

IgÄlQo 0,869231— 1,302786— 1,435670- 1,071763+ 0,964538 — 

lg(ÄlB.Q.'ÄlQ;) 1,980302— 2,294594+ 2,387390- 1,490497+ 2,258149 + 

IgÄlBoQ^ 1,111071+ 0,991808— 0,951720+ 0,418734+ 1,293611- 

lg(l + JlJCoCo) 9,944040+ 9,801689+ 0,076517+ 9,881799 + 



lZB.Q.'(l+ÄlCoQo) 1,111071+ 0,935848- 0,753409+ 0,495251+ 1,175410- 



-B. Co- (l + ^JC; Co) + 12,91430 - 8,62676 + 5,66773 + 3,12789 - 14,97648 
ÄlB^Q^'ÄlQ^ — 95,56575 + 197,0582 — 244,0000 + 30,93836 +181,1963 



Summation über die von 


z freien Glieder. 


+ 197,0582 


— 244 


+ 30,9384 


— 95,5658 


+ 181,1963 . 


— 339,5658 



+ 409,1929 



+ 069,6271 
(lg= 1,842779+) 



Summation über die Koeffi- 


zienten 


von z. 


+ 12,91430 


— 8,62676 


+ 5,66773 


— 14,97648 


+ 3,12789 


— 23,60324 



+ 21,70992 

— 23,60324 

— 1,89332 
(lg= 0,277224-) 



Die Gleichung (335) zur Berechnung von 3 nininit dann die 
Qmttli an: 



^ 69,6271 



1,89332 . ;s? = , 
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also wird: 



und demnach: 



69,6271 
' = T,89332 = + ^^'"^2 



a;i = -- = -0,027192, 



wodurch die Entfernung x des Mittelpunktes der natfirlichen Blende 
von der ersten brechenden Fläche (im Objektraume) bestimmt ist 



^ 









r 






^^^v^.. 



